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INTRODUCCIÓN 


MARÍA RITA OTERO 


Este libro resume algunos resultados de Investigación de un proyec- 
to íntegramente financiado por el Consejo Nacional de Investigaciones 
Científicas y Técnicas (CONICET) y llevado a cabo por un equipo de 
investigadores y becarios de dicho organismo, que pertenecen al Núcleo 
de Investigación en Educación en Ciencia y Tecnología de la Universidad 
Nacional del Centro de la Provincia de Buenos Aires. 


Las preguntas son esenciales en el proceso de construcción de co- 
nocimiento, pero en la enseñanza escolar las preguntas han sido susti- 
tuidas por las respuestas. Es decir, los estudiantes aprenden respuestas 
a preguntas que permanecen implícitas o que carecen de legitimidad y 
sentido. Esta reducción de la enseñanza al estudio de respuestas en lu- 
gar de preguntas, conduce al fenómeno didáctico que Chevallard (2004, 
2007) ha descripto metafóricamente como monumentalización del saber. 
Este fenómeno consiste en enseñar obras matemáticas como objetos ya 
creados, transparentes e incuestionables, obras a las que precisamente 
por su carácter monumental, a lo sumo se puede visitar. 


Los Recorridos de Estudio e Investigación (REI) propuestos por 
Chevallard (2004, 2007, 2009a, 2009c, 2009d, 2013a) son dispositivos 
didácticos que consisten en el estudio de preguntas O, como punto de 
partida del saber matemático y en la construcción de posibles respuestas 
a dichas preguntas, por parte de la comunidad de estudio. La enseñan- 
za por REI, requiere ingresar en una pedagogía escolar radicalmente 
diferente a la tradicional, llamada pedagogía de la investigación y del 
cuestionamiento del mundo (Chevallard, 2012a). La viabilidad de estos 
dispositivos depende de ciertas condiciones institucionales, por ejemplo, 
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una organización didáctica escolar apropiada. Sin embargo, al menos en 
materia de investigación, es factible desarrollar en la escuela, en cada 
oportunidad posible, la pedagogía de la investigación y del cuestiona- 
miento del mundo. 


El proyecto adoptó como marco teórico a la Teoría Antropológica de 
lo Didáctico de Yves Chevallard (1992, 1999, 2002, 2007, 2009a, 2000c, 
2009d ) y se propuso producir conocimiento acerca de cómo podía intro- 
ducirse en las clases habituales de matemática de la escuela secundaria y 
de los primeros años de la Universidad, la pedagogía de la investigación 
y del cuestionamiento del mundo, a través de los REL Es destacable que 
la totalidad de las investigaciones están atravesadas por el uso de TIC 
en el aula, como una necesidad intrínseca de los dispositivos didácticos 
implementados, lo cual si bien no es el punto focal de las investigacio- 
nes, les agrega valor, en el marco de las conocidas dificultades para la 
utilización de las TIC. 


El texto se dirige tanto a los investigadores en Didáctica de la Mate- 
mática, como a los profesores, a los futuros profesores y a todos aquellos 
que se interesan por los procesos relativos a la difusión o a la no difusión 
de la Matemática, en las diversas instituciones sociales. 


La teleología del proyecto y del equipo que lleva adelante las in- 
vestigaciones, es la de promover una educación crítica, al servicio de la 
formación de ciudadanos democráticos. Se trata de enseñar matemática 
y ciencias a quienes deberán seguir estudiando y educándose de por 
vida, para ejercer una ciudadanía plena. 


Como bien señala Chevallard (2012a) la escolaridad obligatoria es 
un período breve, comparado con la duración de la existencia de un 
ciudadano, inmerso en un mundo donde los nuevos conocimientos y los 
cambios tecnológicos y de todo tipo son la norma. 


Sin embargo, ni la escuela, ni los sistemas educativos, ni los gobier- 
nos están dando respuestas a las demandas de una educación para toda 
la vida. No se trata de un problema sencillo, pero es necesario comenzar 
por alguna parte, y en nuestro caso, el lugar que hemos elegido es el aula 
de matemática y el aula de ciencias. 
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Enseñanza de la matemática 


La enseñanza de la matemática en la escuela secundaria presen- 
ta problemas complejos e ineludibles, que conllevan altos niveles de 
frustración para los estudiantes y el profesor. En el modelo didáctico 
dominante, el profesor explica, presenta el saber cómo si se tratara de 
una obra museográfica, que a lo sumo los estudiantes pueden visitar. 
Este fenómeno ha sido denominado metafóricamente por Chevallard 
(2004) monumentalización del saber. En una enseñanza monumental, la 
actividad del alumno es mínima y su topos se reduce a lo que el profesor 
decide comunicar; y a lo sumo, el alumno sólo puede reproducir la obra 
que le es presentada. 


Otra nociva consecuencia de la monumentalización, es la insta- 
lación de un proceso sistemático y muy arraigado de eliminación de 
las preguntas, que son sustituidas por la enseñanza de respuestas. Las 
obras expuestas por el profesor se corresponden con respuestas a pre- 
guntas “ocultas”, sin que se reconozca ninguna necesidad de remitir a 
su origen, a su utilidad, a su razón de ser, a su porqué o para qué. Así, 
la matemática se enseña como un saber acabado y carente de sentido, al 
que sólo se le reconocen raros usos. 


La desaparición de las preguntas y de una actividad matemática 
escolar genuina, es una de las dificultades más difíciles de revertir en la 
enseñanza de la matemática actual, y es a éste problema al que se busca 
enfrentar. 


Situados en el referencial de la Teoría Antropológica de lo Didácti- 
co (TAD) (Chevallard, (1992, 1999, 2004, 2007, 2009a, 2009c, 2009d, 
2013a), nuestro problema didáctico es introducir cambios, sobre todo, 
en la forma de hacer matemática. Se requiere de una modificación sus- 
tancial del modelo pedagógico imperante, que sustituya la pedagogía 
monumentalista y su eliminación sistemática de las preguntas, por la 
pedagogía de la investigación y del cuestionamiento del mundo (Che- 
vallard 2004, 2007, 2013a). 


Los Recorridos de Estudio y de Investigación (REL) (Chevallard, 
2004, 2007, 2009a, 2009c, 2009d) son el dispositivo didáctico que per- 
mite desarrollar dicha pedagogía en el aula. Una pregunta esencial es 
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cómo introducir los REI en el Nivel Secundario, debido a la magnitud 
de las modificaciones que se requieren con relación a: la distribución 
de las responsabilidades entre los agentes de una clase (topogénesis); el 
dominio del tiempo reloj requerido, respecto del establecido en las insti- 
tuciones (cronogénesis); y también, cómo se constituye y gestiona el me- 
dio didáctico (mesogénesis). Estos aspectos no pueden entenderse unos 
sin los otros, y determinan los alcances del recorrido en cada ejecución. 


En el marco de la TAD, algunas investigaciones han desarrollado 
REI en la universidad en clases paralelas a las estrictamente académicas 
(Barquero, 2009; Bosch y Gascón, 2011; Ladage y Chevallard, 2011; 
Serrano, Bosch y Gascón, 2007). Por su parte, Fonseca y Casas (2009) 
proponen analizar los problemas de la transición escuela secundaria- 
universidad a partir de un REI que comienza en la escuela secundaria y 
que continúa en el año próximo en la universidad. Las investigaciones de 
Fonseca, Pereira y Casas (2011), García, Bosch, Gascón y Ruiz (2005) se 
desarrollan en la secundaria; y en todos los casos, los REI corresponden 
a actividades extra curriculares, ejecutadas en talleres especiales. Por lo 
tanto, la enseñanza por REI en los cursos usuales de Matemática, tanto 
en la secundaria como en la universidad está poco desarrollada. 


En este sentido, las investigaciones que aquí sintetizamos y que 
continúan su curso, se han realizado en cursos habituales, en diversas 
instituciones y contextos, razón por la cual consideramos que pueden ser 
útiles para pensar modificaciones a mayor escala. 


En el Capítulo 1, María Rita Otero sintetiza los desarrollos teóricos 
más recientes en la Teoría Antropológica de lo Didáctico, que es el mar- 
co teórico de todas las investigaciones que se presentan posteriormente. 


En el Capítulo 2, Viviana Carolina Llanos y María Rita Otero ana- 
lizan las dificultades y posibilidades originadas en el desarrollo de REI 
mono disciplinares, es decir restringidos a la matemática, presentando 
una variedad de resultados y de protocolos. Este REI fue replicado en 
varias instancias e incluso, permitió la realización de estudios de cohorte 
en dos años consecutivos. 


En el Capítulo 3, Verónica Parra, María Rita Otero y María de los 
Angeles Fanaro, presentan la investigación realizada en torno a un REI 
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bidisciplinar, en matemática y economía. Fundamentalmente, el capítulo 
se refiere al proceso de gestión del recorrido y al papel de las dialécticas, 
que se ilustran a partir de protocolos y ejemplos concretos. 


En el Capítulo 4, Angel Donvito, Patricia Sureda y María Rita Ote- 
ro, describen los resultados obtenidos al desarrollar un REI bi-discipli- 
nar en matemática y economía en tres escuelas secundarias diferentes. 
El texto muestra cómo se desarrolla la dialéctica de las preguntas y las 
respuestas en cada institución y las dificultades relativas a las actitudes 
propias de la Pedagogía de la Investigación y su incidencia en la ecolo- 
gía del recorrido en cada institución. 


En el Capítulo 5 Viviana Angélica Costa, Marcelo Arlego y María 
Rita Otero, presentan un REI codisciplinar desarrollado en la univer- 
sidad, que involucra la matemática, la física y en menor medida otras 
disciplinas. El capítulo analiza las condiciones para el desarrollo del REI 
en una facultad de ingeniería en un curso de Cálculo Vectorial, en base 
a la escala de los niveles de codeterminación propuesta por Chevallard 
y discute el Modelo Praxeológico de Referencia (MPR) y presentando 
algunos resultados. 


En el Capítulo 6, Ana Rosa Corica y María Rita Otero desarrollan 
las características esenciales de un modelo praxeológico de referencia 
(MPR) sobre nociones de Cálculo, en particular de límite y continuidad 
funcional. Este modelo constituyó una herramienta fundamental para el 
estudio de la organización matemática a enseñar y efectivamente ense- 
ñada en un curso de cálculo universitario. 

En el Capítulo 7 María Rita Otero, formula algunas conclusiones y 
perspectivas sobre las futuras acciones de investigación y transferencia 
que surgen a partir de estos trabajos. 


CAPÍTULO1 
LA TEORÍA ANTROPOLÓGICA 
DE LO DIDÁCTICO 


MARÍA RITA OTERO 


La Didáctica, lo didáctico 


En sentido amplio, la Didáctica es una ciencia cuyo objeto de es- 
tudio es la difusión social del conocimiento. La Teoría Antropológica 
de lo Didáctico (TAD) (Chevallard, 1999) ha desarrollado la noción de 
praxeología, un modelo para describir cualquier actividad humana 
regularmente realizada (Chevallard, 1999, 2001). En una praxeología, 
el saber se organiza en dos niveles: el de la praxis, ligado al saber-hacer 
y a los tipos de tareas, los problemas y las técnicas que se construyen 
y utilizan para abordarlos; y el del logos o saber, que se corresponde 
con los aspectos descriptivos, que organizan, por ejemplo, la actividad 
matemática. En este sentido, se hablará de organización praxeológica 
matemática, didáctica, o simplemente de organización matemática (OM) 
y organización didáctica (OD). 

La Didáctica estudia las condiciones y restricciones de la difusión 
institucional de las praxeologías. Una condición resulta una restricción 
para una persona o una institución, cuando al menos a corto plazo, no 
puede ser modificada por éstas. Considerando que cada ciencia define 
o recorta su objeto de estudio, puede agregarse que la Didáctica es la 
ciencia de lo didáctico o de los hechos didácticos, y que a ella le corres- 
ponde definir y redefinir este objeto (Chevallard, 2009a). 


Lo didáctico, se presenta en la multitud de situaciones sociales en 
las cuales alguna persona y o alguna institución Y, hacen algo —o pre- 
tenden intencionalmente hacerlo— para que alguna persona x, o X pueda 
estudiar una obra Y. Las obras son creaciones humanas materiales o no, 
producidas deliberadamente para cumplir una función definida (Che- 
vallard, 2012a). Lo didáctico supone la existencia de sistemas didácticos 
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del tipo S (X; y; Y), que funcionan según ciertas reglas, estudiadas por 
la Didáctica. 


Lo didáctico, también depende de las características de la obra Y, de 
la estructura de la disciplina a la que pertenece (temas y preguntas); así 
como de las estructuras de más alto nivel del campo praxeológico que 
integra (sectores y ámbitos). Sin embargo, aunque el análisis didáctico 
inicialmente consiste en el análisis praxeológico de la obra Y, en modo 
alguno se agota en esto (Chevallard, 2011a). 


El adjetivo antropológico 


Humanidad La condición antropológica, se expre- 
14 sa formalmente en la Escala de niveles de 
Civilización codeterminación didáctica, que Chevallard 
0 (001, 2007, 2013a) ha propuesto y reformu- 
Sociedad lado sucesivamente, según se muestra en la 
Y] figura de la izquierda, que ha sido tomada 
decia de Chevallard (20132). 
Pedagogía Ella remite a ¿cómo es la OM y cómo se 
17 estructuran las preguntas matemáticas a es- 
Disciplina tudiar? y a ¿cómo se organiza su estudio en 
LT. una cierta institución?, esto es, la OD. Para 
Dominio explicar las razones de la difusión o de la 
LaS no difusión institucional de ciertas praxeo- 
11 logías, se requiere rastrear los orígenes de 
Cuestión los conocimientos matemáticos (en los ni- 


veles inferiores de la escala, como el sector 


FIGURA 1: Escala de los O el dominio) y en los niveles superiores 
niveles de codeterminación (pedagogía, escuela, sociedad, civilización, 
humanidad). 


Finalmente, el adjetivo “antropológica”, expresa que el ámbito de la 
Didáctica no se restringe a la institución escolar, sino que se amplía a 
todas las instituciones sociales donde ocurren procesos de difusión de 
obras, sean estas matemáticas o no. 
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Fenómenos Didácticos 


Si existe lo didáctico, es porque pueden reconocerse hechos o fenó- 
menos didácticos. 


La Teoría Antropológica de lo Didáctico (Chevallard, 1999, 2007, 
2009d, 2012a) ha identificado y descripto largamente, entre otros, los 
fenómenos didácticos: visitar las obras o metafóricamente hablando, 
monumentalización del saber, y su consecuencia directa: la pérdida de 
sentido de la matemática escolar. La pedagogía monumentalista (Che- 
vallard, 2005), se caracteriza por enseñar la matemática de manera ato- 
mizada, venerando los restos de obras otrora monumentales, o supuestas 
monumentales, a las que es preciso admirar, aunque hoy no sean útiles 
ni funcionales para los estudiantes, quienes son obligados a honrarlas. 


Uno de los resultados más lamentables de esta pedagogía, es el 
convencimiento tácito de la inutilidad de la matemática escolar para 
enfrentar cualquier problema del mundo de la vida. Además del olvido 
casi inmediato, de la mayor parte de lo que se estudia. 


La TAD, ha construido instrumentos alternativos a la pedagogía 
monumental dominante, que permitirían sustituir el modelo de enseñan- 
za tradicional. Se propone entonces, una pedagogía de la investigación y 
del cuestionamiento del mundo, que se materializa en la noción de REI 
(Chevallard, 2001, 2009d). Los REI evidencian la necesidad de redefinir 
los programas escolares como un conjunto de preguntas generatrices, 
cuya respuesta permita encontrar o re-encontrar las organizaciones ma- 
temáticas propuestas para enseñar en los programas de estudio. 


Recorridos de Estudio e Investigación (RED 


Inicialmente, la noción de REI se inspira en los Trabajos Personales 
Encuadrados (TPE». Los alumnos debían realizar un trabajo personal, 
integrando nociones de los programas de dos disciplinas dominantes, 
bajo la dirección de varios profesores. Éstos últimos, seccionaban los 
temas de una lista proporcionada por el Ministerio de Educación (en el 


2Boletín Oficial Francés, número 3 del 20-01-2000. 


18 LA TEORÍA ANTROPOLÓGICA DE LO DIDÁCTICO 
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ciclo escolar 2000-2001: “Crecimiento”, “Agua”, “Imagen”, “Riesgos 
naturales y tecnológicos”, “Ciencia y alimentos”, “Tiempo, ritmos y 
períodos” (Chevallard, 2001; Chevallard, Matheron, 2002). 


Los TPE requieren abordar una pregunta O relativa a alguno de esos 
temas, un equipo X que estudia O y otro equipo Y que dirige el estudio de 
O. Es decir, que producen la emergencia de un sistema didáctico del tipo 
S (X; Y; O) cuyo funcionamiento debería producir una respuesta R. Nóte- 
se que el objeto del estudio en S ha sido sustituido por las preguntas, que 
son el punto de partida del saber. Según Chevallard (2001), esto generaría 
un proceso de modelización en cinco tiempos: observar las respuestas 
existentes R% analizar tales respuestas; evaluarlas; desarrollar una nueva 
respuesta R* y finalmente, defender la nueva respuesta producida. 


Además, el estudio debería realizarse en base a ciertos gestos didác- 
ticos, a los que (Chevallard, 2001, 2007) llamó dialécticas. Ellas han sido 
objeto de precisiones y modificaciones hasta hoy —analizar la pregunta 
y generar nuevas preguntas, realizar un adecuado reparto de tareas y 
responsabilidades, inspeccionar el problema a la distancia y enfocarse 
en algún aspecto, salir y entrar del tema, recibir información de distintos 
soportes, analizarla y decidir si incorporarla o no al conocimiento dis- 
ponible, determinar cuánto estudiar y profundizar una obra, conjeturar 
y validar las respuestas, extraer las aparentes respuestas de donde se las 
encuentre y adaptarlas al problema, difundir la respuesta elaborada—. 


Si bien los TPE inspiraron inicialmente la noción de REL, su ejecu- 
ción concreta evidenció que la matemática tenía escasa presencia en la 
elaboración de una respuesta. Esto mostró la necesidad de que los progra- 
mas de estudio se formularan como un conjunto de preguntas y respues- 
tas, tanto en matemática como en otras disciplinas (Chevallard, 2001). 
Las precisiones y modificaciones propias de la construcción de la TAD 
condujeron a la definición de REI de la que disponemos actualmente. 


Los Recorridos de Estudio e Investigación son un dispositivo didác- 
tico, susceptible de enfrentar los fenómenos de la monumentalización 
del saber matemático y de la pérdida de sentido que se observan en 
diversas instituciones. Los REI introducen una nueva epistemología, que 
devuelve el sentido y la funcionalidad a la matemática escolar (Cheva- 
llard, 2009d), a la vez que reemplaza a la pedagogía de visitar las obras. 
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Los alumnos (X) investigan y estudian una pregunta O bajo la 
dirección de un profesor (y) o de un conjunto de profesores (Y) con el 
objetivo de aportar una respuesta R* a O. El exponente en R”, indica que 
la respuesta a O ha sido producida bajo determinadas restricciones y que 
funciona como respuesta a O bajo esas restricciones, pues no existe una 
respuesta universal y ni universalmente efectiva (Chevallard, 20090). 


El sistema didáctico S requiere de instrumentos, recursos, obras, es 
decir, necesita generar un medio didáctico M, para producir R* (Cheva- 
llard, 2009b, 2009c, 20094). 


[S(X; Y; Q)>M] >R*Y (Esquema herbartiano) 


El sistema didáctico fabrica y organiza (>) el medio M, con el cuál 
producirá (=>) una respuesta R”. El medio M contiene las preguntas 
generadas a partir de O, las respuestas pre-construidas, aceptadas por 
la cultura escolar, notadas como HE para ¡ = 1,..., n. Pueden incluir- 
se en la categoría de respuestas hechas —un libro, la Web, el curso de 
un profesor, etc.—. También pertenecen a M, entidades O, conj=n+ 
1,..., m, que son obras —teorías, montajes experimentales, praxeologías, 
etc.— consideradas potencialmente útiles para elaborar las respuestas 
R” obteniendo de allí, algo utilizable para generar R*. En la TAD Mse 
escribe como sigue: 


M = (RL RE RS, ..., RE, Qn+ro «=> Qe Om+1» +» Op) (Chevallard, 2013a) 


Un REI se formaliza mediante lo que Chevallard (2007) denomina 
Esquema herbartiano desarrollado, en homenaje al pedagogo Johann 
Friedrich Herbart (1776-1841). 


3 Johann Friedrich Herbart (1776-1841) fue un pedagogo alemán, a quien se considera 
el padre de la pedagogía científica. “El interés —dice Herbart- es el concepto cardinal de la 
instrucción”. El interés es el fin del aprendizaje, no el medio; la educación debería promover 
ricos y profundos intereses más que conocimientos específicos: “El interés debe hacer nacer 
de sí otro interés; lo aprendido se disipará, pero el interés persistirá por toda la vida”. Su 
principio de la expansión multilateral de los intereses, lo lleva a proponer una enseñanza en- 
riquecida desde el punto de vista matemático-científico y un enciclopedismo útil, funcional 
al desarrollo multilateral de los intereses y alejado de una educación fragmentada. Herbart 
formuló algunas reglas didácticas, tales como: la educación se basa en la instrucción, pero 
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[S(X,Y, Q) ARE RE, RI, ..., RE, Quero «=> Qms Oma1o +» Op )] +R” (Chevallard, 2013) 


Al comenzar un REL, el profesor propone una pregunta O, cuyo 
estudio conducirá al encuentro o reencuentro con varias organizaciones 
matemáticas y/o de otras disciplinas, según se trate de un recorrido mono- 
disciplinar o codisciplinar. Se establece así, una cadena de preguntas y res- 
puestas que son el corazón del proceso de estudio P =(Q¡; R¡J1<i<n 
siendo O, todas las preguntas que habitan el corazón Y y R, las respecti- 
vas respuestas a ellas (Chevallard, 2007). 


El desarrollo de un REI cambia radicalmente, en comparación con 
la pedagogía monumentalista, la relación del profesor y de los alumnos 
con el saber, el tiempo y la manera en que se organiza el estudio y el 
lugar que ocupan los actores del sistema didáctico en la clase, según 
describimos a continuación. 


Topogénesis, cronogénesis y mesogénesis 


Los procesos denominados cronogénesis, mesogénesis y topogé- 
nesis son funciones didácticas o funciones de producción (Chevallard, 
2009d) que tienen una larga tradición en la TAD, pues ya aparecen en el 
postfacio de la obra sobre la transposición didáctica (Chevallard, 1985). 


La mesogénesis es la fabricación del medio M por la clase, utili- 
zando tanto producciones externas como internas a ella. Estas últimas, 
incluyen a las respuestas R_, propuestas por los alumnos x, como resul- 
tado de su actividad matemática. Diversos tipos de obras pueden, en 
principio, ingresar al medio M de un REL, obras que en la enseñanza 


además en el gobierno y la disciplina. El gobierno consiste en acciones extrínsecas, que po- 
drían implicar, entre otras cosas, premios y castigos, su finalidad es el presente inmediato, 
pues el gobierno asegura las condiciones para desarrollar la instrucción. Contrariamente, la 
disciplina es el ejercicio autónomo de la fuerza de carácter que permite una conquista estable 
de la personalidad, y está orientada hacia el futuro. Esta distinción, conciliaba la tendencia al 
orden con la aspiración a la autonomía moral, defendida vigorosamente por los kantianos y 
poskantianos, habiendo favorecido la difusión del método herbartiano en Alemania durante 
el siglo XIX. Su filosofía y su ética, inspiraron los trabajos de John Dewey y también pueden 
reencontrarse trazos de ellas, en las formulaciones de Chevallard, quien le rinde tributo en 
diversos constructos de su teoría, aunque sin explicitar las razones. 
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tradicional estarían excluidas por principio. A medida que se modifica la 
naturaleza del medio, también cambia el trabajo que se realiza sobre él. 
Las condiciones mesogenéticas están acopladas con las topogenéticas, 
M es un producto de la clase [X, y] y no sólo del profesor y. 


El topos de los alumnos se amplía porque además de su respuesta 
personal R_, podrán introducir en M toda obra que deseen. También se 
afecta considerablemente el topos del profesor, quien podrá introducir 
en M cierta respuesta institucional o cultural R?, que no será necesaria- 
mente su respuesta personal R . El profesor pierde centralidad, solo es 
un media más de la clase, y ningún media gozará del privilegio de ser 
“creído bajo palabra” (Chevallard, 20090). 


La cronogénesis en los REI es afectada por los gestos del estudio 
que les son propios, relacionados con la necesidad de generar M para 
producir una respuesta. Esto conlleva una dilatación considerable del 
tiempo didáctico es decir, una extensión del tiempo de reloj requerido 
(Chevallard, 2009d). 


El trabajo realizado en M para producir una respuesta R' implica 
un estudio más o menos provocado de obras O,, y una transformación 
momentánea de S (X; Y; O) en un sistema didáctico “clásico” S (X; Y; 
O). La obra O, se estudia con miras a la elaboración de R*, y puede 
ampliarse hacia otras obras O,, en la medida que la investigación así lo 
requiera, y no porque y lo introduce o induce artificialmente. 


Dialécticas fundamentales de una enseñanza por REI 


El desarrollo de un REI demanda ejecutar gestos didácticos propios 
del estudio y de la investigación, llamados dialécticas, o formas de sa- 
ber-hacer (Chevallard, 2007, 2009c, 2013b; Parra, Otero, Fanaro, 2012a, 
2012b). El número y descripción de las dialécticas ha ido variando con 
el tiempo, a raíz de los resultados de las investigaciones en la TAD. En 
la actualidad son las siguientes, según Chevallard (2013a): 


Dialéctica del estudio y de la investigación es el corazón de una 
enseñanza por REL. No es posible investigar sin estudiar, a la vez que 
un estudio genuino genera preguntas a ser investigadas. Las obras en- 
contradas o reencontradas para elaborar la respuesta, serán estudiadas 
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en algún nivel de profundidad, para establecer su pertinencia. Surgirán 
nuevas preguntas, que la comunidad de estudio decidirá cuándo y cómo 
va a responder. 


Dialéctica del individuo y del conjunto: los REI suponen, en la 
mayoría de los casos, un estudio conjunto de la pregunta planteada. 
Esto demanda repartir responsabilidades, y asignar tareas más o menos 
individuales, para reincorporarse luego al proceso grupal de elaboración 
de una respuesta. En la concepción de la TAD, la responsabilidad del 
estudio no recae en el individuo, sino en la comunidad productora, que 
sostiene y valida las respuestas que genera colectivamente. 


Dialéctica del análisis y la síntesis, praxeológica y didáctica: todo 
análisis didáctico supone un análisis praxeológico y recíprocamente. 
Para comprender una realidad praxeológica (práctica, técnica, tecnoló- 
gica o teórica) es necesario plantear preguntas didácticas, analizar ¿de 
dónde viene esta praxeología?, ¿cómo ha sido aprendida por la institu- 
ción en la cual se la descubre?, ¿cómo llegó aquí, qué transformaciones 
sufrió? Por su parte, un análisis didáctico requiere considerar ¿cómo es 
la praxeología que se pretende enseñar? Dicho análisis tiene también 
un componente epistemológico, que se pregunta por la génesis de las 
praxeologías en juego, lo cual es, otra cara de la transposición, que 
produce modificaciones del saber, solo por el hecho inevitable de su 
difusión. 

Dialéctica de entrar y salir-de tema: si la pregunta es amplia y ge- 
nerativa, es necesario habilitar la posibilidad de “irse” del tema, incluso 
hasta puede ser necesario salir de la disciplina de referencia, y reingresar 
posteriormente. Para que una pregunta generatriz, origine recorridos de 
estudio e investigación amplios, sólo ocasionalmente podrá pertenecer 
al ámbito de un sector o de una sola disciplina (Chevallard, 2007). 


Dialéctica del paracaidista y de las trufas: se inspira en los térmi- 
nos del historiador francés Emmanuel Leroy-Ladurie, quien clasificó a 
los historiadores en paracaidistas y buscadores de trufas. Los primeros, 
realizan una exploración en extensas áreas de territorio y descienden 
entre las nubes, inspeccionando panorámicamente todo el campo. Pero lo 
hacen desde tan alto, que no logran percibir claramente ningún detalle. 
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Mientras que los buscadores de trufas*, sacan a la luz tesoros enterrados 
y escudriñan el terreno circundante con la nariz metida en la tierra. 
(Leroy-Ladurie, en Álvarez, F., 1990, p. 99). Aplicadas al sistema didác- 
tico, estas metáforas sugieren la condición de exploradores que asumen 
sus actores; pues por un lado, necesitan tomar distancia del problema y 
explorar el terreno desde muy arriba, inspeccionando zonas vastas. Una 
vez identificado algún objetivo, se requiere acercarse y focalizar en los 
supuestos hallazgos y desenterrarlos, como hacen los perros truferos, 
para luego analizar la utilidad de lo encontrado. Esta dialéctica, se opone 
al hábito escolar de la inmediatez en la búsqueda de soluciones, carac- 
terístico de las clases de matemática tradicionales, que transforman a 
dicho proceso en algo rápido y trivial, pues las respuestas se presentan 
como inmediatas, y “sobreviven” a lo sumo, una clase. 


Dialéctica de las cajas negras y las cajas claras: se refiere a la ne- 
cesidad de establecer si una obra merece ser estudiada, aclarada, anali- 
zada, etc., o sI ciertos saberes se dejarán en un nivel de gris (Chevallard, 
2007). Quedarían en gris saberes que no son esenciales para responder 
la cuestión generatriz o sus cuestiones derivadas. Esta dialéctica, es 
opuesta al hábito escolar que aspira siempre a una claridad total, a un 
estudio pormenorizado y especializado, como si el conocimiento de algo 
pudiera agotarse. 


Dialéctica medio-media: se refiere a que la respuesta elaborada 
en un REL, es producto de una conjetura, y como tal, debe ponerse a 
prueba. Un media es cualquier sistema de comunicación (un diario, un 
programa de televisión, el curso del profesor, un libro científico, etc.). 
Para elaborar las posibles respuestas los estudiantes disponen de algunas 
respuestas ya establecidas. Pero ¿cómo acceden a ellas? a través de los 
media, que son puestos a prueba, transformados e incorporados al medio 
(Marietti, 2009). 


“Las trufas son un tipo de hongo muy codiciado desde la antiguedad. Según los egipcios, 
tenían poderes afrodisíacos. Los buscadores de trufas, lo hacen con unos perros especialmente 
entrenados, llamados perros truferos, que las detectan por el olfato y las desentierran, además 
de no comérselas. Las trufas tienen un costo muy elevado, lo que las vuelve un manjar muy 
apreciado. 


24 LA TEORÍA ANTROPOLÓGICA DE LO DIDÁCTICO 


Dialéctica de la lectura y de la escritura: se relaciona con evitar la 
mera transcripción formal de respuestas parciales ya existentes y con- 
sideradas pertinentes, a la vez que se cuestiona el texto donde se las ha 
encontrado inscriptas, y se toma de ellas solo la parte útil, reescribiéndo- 
las en notas de síntesis, apuntes, etc. (Chevallard, 2007). Esta dialéctica 
se relaciona con la de las cajas negras y cajas claras, porque es preciso 
establecer con qué nivel de profundidad se transcribirán las respuestas 
parciales existentes. 


Dialéctica de la producción y la recepción: se refiere a la necesidad 
de difundir y defender la respuesta desarrollada por la comunidad de es- 
tudio. El saber no es importante por sí mismo —monumentalismo—, sino 
que deviene relevante, porque la actividad matemática aporta respuestas 
consideradas valiosas por la comunidad de estudio. 


Pedagogía de la Investigación y del Cuestionamiento del Mundo 


Chevallard (2012b) ha planteado recientemente que la pedagogía de 
visitar obras está en vías de sustitución, aunque sobrevive en muchas 
instituciones escolares. Una nueva pedagogía, llamada de la investiga- 
ción y del cuestionamiento, se materializa en los REL Si bien está dando 
sus primeros pasos, ella puede instalarse a partir de un pequeño conjunto 
de gestos didácticos, que implican modificaciones radicales (Chevallard, 
2012a; 2013a). Estos gestos didácticos interrelacionados son: 


A,: La actitud de problematización que consiste en reconocer la 
problematicidad de las situaciones vividas y en disponerse a relevar las 
preguntas. De esta actitud, nacen tanto la pregunta generatriz como las 
derivadas que se representan en el esquema herbartiano. 


A,: La actitud Herbartiana es la disposición a aceptar preguntas 
que aún no fueron respondidas (Chevallard, 2012a; 2013a). Requiere 
poseer Disciplina que según Herbart es una actitud intrínseca, que se 
manifiesta en la fortaleza de carácter para afrontar las dificultades y 
vicisitudes del estudio de aquello que constituye nuestro interés. Re- 
cordemos también que en la pedagogía de Herbart, los intereses no son 
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un medio, sino un fin. Puede agregarse a la disciplina, cierta dosis de 
valentía, para enfrentar las preguntas de nuestro interés. 


Por ejemplo, consideremos a un ciudadano que tenga que realizar 
una inversión y quiera conocer el valor actual de la misma (Otero, Fa- 
naro, Llanos, 2013). Supongamos que este ciudadano ingresa a la enci- 
clopedia libre Wikipedia y encuentra lo siguiente: 


La fórmula que nos permite calcular el Valor Actual Neto es: 


VAN = y A I 
mn L (+) o 


V representa los flujos de caja en cada periodo t. 


[, es el valor del desembolso inicial de la inversión. 


n es el número de periodos considerado. 


El tipo de interés es k. Si el proyecto no tiene riesgo, se tomará como referencia 
el tipo de la renta fija, de tal manera que con el VAN se estimará si la inversión es 
mejor que invertir en algo seguro, sin riesgo especifico. En otros casos, se utilizará 
el costo de oportunidad. Cuando el VAN toma un valor igual a 0, k pasa a llamarse 
TIR (tasa interna de retorno). La TIR es la rentabilidad que nos está proporcionando 
el proyecto. 


Quien adopte una actitud herbartiana, se formulará autónoma y 
disciplinadamente un conjunto de preguntas, y decidirá enfrentarlas, 
explorarlas. Por ejemplo, ¿Qué significa que el valor actual sea igual a 
cero, o mayor, o menor que cero? ¿Cómo se calcula k si VAN =0? ¿Y 
si k es variable, o constante, cómo se calcula esa suma de n términos? 
¿Cómo se calcula el valor actual si se quiere comprar un auto 0 km, a 
pagar en 70 cuotas iguales de $1500 cada una? 


Sin embargo, la actitud habitual, a la que Chevallard (2012a) deno- 
mina pre-Herbartiana—, es ignorar todas estas preguntas, y retroceder. 
Sobre todo, frente a las que aparentemente son preguntas matemáticas, 
a menos que, la respuesta se conozca de antemano. 
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A,: La actitud Procognitiva consiste en conocer siempre hacia el 
futuro, ampliando el campo de interés, aunque de antemano, no sepa- 
mos mucho del asunto. La actitud contraria, a la que Chevallard llama 
retrocognitiva, consiste en remitirse preferentemente y casi exclusiva- 
mente a lo que ya se sabe. La retrocognición implica, por ejemplo, que 
una vez que la escolaridad terminó, si alguien no sabe por adelantado 
la respuesta a la pregunta que enfrenta, renuncia a toda pretensión de 
buscar y de dar una respuesta (Chevallard, 2012a). El modelo escolar 
tradicional que origina la monumentalización, también promueve la re- 
trocognición. Solo se pregunta a los estudiantes lo que ya se les enseñó, 
incluso, se considera ilegítimo preguntar lo que no fue enseñado strictu 
sensu, mencionado, tratado, etc. 


La Pedagogía de la investigación promueve la actitud procognitiva. 
Se trata de conocer hacia el futuro, de avanzar, en lugar de mirar atrás, 
pero también, de estudiar a toda edad y en cualquier momento. Un ciu- 
dadano procognitivo está preparado para estudiar y aprender siempre, 
campos de conocimiento nuevos para él. Será una persona bien informa- 
da y dispuesta a estudiar obras desconocidas, simplemente porque algún 
interés requiere su estudio”. 


A,: La actitud Exotérica es aceptar que el conocimiento se conquis- 
ta. Se opone a la ilusión esotérica de quien cree saberlo todo. Asumir 
una actitud exotérica (Chevallard, 2012a), supone permitirse no saber, 
aun en el dominio de la propia especialidad. Habilitando la posibilidad 
de estudiar un problema o pregunta que requiere conocimientos que 
no se poseen, sintiéndose capaz de conquistar lo que se ignora. Todo 
aquel que es especialista en alguna ciencia, tiene una actitud humilde 
y exotérica, pues sabe del carácter provisorio de aquello que hoy se da 
por científicamente válido. Todos los ciudadanos, incluidos los especia- 
listas, deberían pensarse como exotéricos. Se trata de afrontar la propia 
ignorancia, progresando todo lo que sea posible y útil en el conocimiento 
necesario para el proyecto al que uno se encuentra abocado. 


¿Chevallard (2012a) insiste en la importancia de ampliar el campo de la Didáctica al estu- 
dio de los procesos de difusión del conocimiento mucho más allá de la escolaridad obligatoria 
y de los sistemas escolares, para él es preciso educar y educarse a toda edad. 
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A: La actitud de Enciclopedista ordinario se refiere a quien posee 
una formación relativamente universal, alguien que sabe “poco” de mu- 
chos asuntos, pero que está en condiciones de aprender y de buscar. Lo 
contrario sería, saber mucho de poco, con lo cual sería un especialista. 
Es una actitud infrecuente, en un mundo que preconiza la especializa- 
ción creciente. Sin embargo, un especialista en diabetes infantil, puede 
ser un enciclopedista ordinario en música, matemática, física o ecología. 
Se trata de estar abierto a nuevos conocimientos, sin que para ello se 
requiera saberlo todo, o saber mucho, para aventurarse en lo nuevo. 


La nueva pedagogía pretende formar ciudadanos moralmente autó- 
nomos, republicanos, democráticos y críticos, que se problematizan y 
ejercen libremente el derecho y el ejercicio de preguntar. Al mismo tiem- 
po, están dispuestos a enfrentar cualquier pregunta, hacia el futuro, aun- 
que nunca la hayan escuchado o concebido, y sin buscar inexorablemente 
la autoridad de alguien que si lo haya hecho y diga, qué responder. Estos 
individuos no esperan encontrar la respuesta en algún sitio o persona, al 
contrario, encontrarán o reencontrarán las obras de la cultura y quizás 
a partir de ellas, una posible respuesta. Este ejercicio de interrogación, 
que obedecería a una disciplina herbartiana, permitiría decidir con qué 
medios es o no posible, construir una respuesta, con que profundidad, 
y con qué validez. Luego, es preciso discutir la aceptabilidad de la res- 
puesta y en caso afirmativo, realizar su difusión. 


Desarrollo de REI en instituciones del sistema educativo argentino 


En los capítulos que siguen, describimos en general las experiencias 
didácticas llevadas a cabo por nuestro equipo de investigación, con el 
objeto desarrollar recorridos de estudio e investigación en la escuela 
secundaria argentina y en los primeros años de la universidad. Los tra- 
bajos se realizaron de manera experimental, controlada y exploratoria. 
No está en nuestro espíritu proponer su generalización, sino más bien, 
propiciar la reflexión y la crítica, además de compartir nuestros resulta- 
dos y experiencias, con quienes podrían estar interesados en introducir 
gestos de la pedagogía de la investigación en sus clases. 


CAPÍTULO 2 
RECORRIDOS DE ESTUDIO Y DE INVESTIGACIÓN 
MONO DISCIPLINARES EN LA ESCUELA 
SECUNDARIA 


VIVIANA CAROLINA LLANOS; MARÍA RITA OTERO; 
MARÍA PAZ GAZZOLA 


Introducción 


Los Recorridos de Estudio y de Investigación (REl) propuestos por 
Chevallard (2004, 2009d, 2011b, 2013a) en el marco de la Teoría Antro- 
pológica de lo Didáctico (TAD), permitirían redefinir los programas de 
estudio en pares de preguntas y respuestas generadas a partir de una 
pregunta generatriz O... 

En este capítulo, presentamos las características generales de un 
REI cuya pregunta generatriz, y las derivadas son específicamente 
matemáticas, es decir, un REI monodisciplinar (Chevallard, 2009d). El 
diseño del REI, la elección y análisis de la generatividad de la pregunta 
O, es intencional y forma parte del proceso de ingeniería didáctica que 
se propone. 


El recorrido comienza con el estudio de O, ¿Cómo operar con cur- 
vas cualesquiera si sólo se conoce Su representación gráfica y la unidad 
en los ejes? (Llanos, Otero, 2013a, 2013b). El análisis de las respuestas 
posibles a Q, determinan los recorridos potenciales generados por las 
preguntas derivadas de O, a las que llamaremos O. Ellas permiten una 
cobertura relativamente completa del programa de estudio de Matemá- 
tica de la escuela secundaria argentina, principalmente de los últimos 
tres años. Este análisis se corresponde con lo que Chevallard (1999) 
denomina Modelo Praxeológico de Referencia (MPR). 


El MPR se realiza inicialmente con el objetivo de analizar cuáles 
son las posibles OM que la pregunta generatriz O, permite estudiar; y 
luego las que efectivamente proponen los estudiantes. También se des- 
criben las características del REI propuesto, las posibles respuestas a 
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O, y la arborescencia de nuevas preguntas que ésta ha generado como 
consecuencia de su desarrollo en el aula. 


Análisis del Recorrido de Estudio y de Investigación (REI) mono- 
disciplinar en matemática. 


La pregunta O,: ¿Cómo operar con curvas cualesquiera si sólo se 
conoce su representación gráfica y la unidad en los ejes? fue tomada y 
readaptada de un problema propuesto por Douady (1999) para estudiar 
los signos de las funciones polinómicas. El análisis a priori de las posi- 
bles preguntas derivadas de O, genera un MPR que permitiría reencon- 
trar la OM de las funciones algebraicas. 


Las diferentes OM quedan determinadas por las curvas y las opera- 
ciones entre las mismas, a partir del estudio de diferentes preguntas O, 
derivadas de O,. Por ejemplo: 


e O. ¿Cómo sumar y restar curvas si solamente se conoce Su repre- 
sentación gráfica y la unidad en los ejes? 


+ Si se suman y restan rectas es posible reconstruir la OM de las 
funciones polinómicas de primer grado. 


+ Por ejemplo, la resta de dos rectas paralelas permite también in- 
gresar en el estudio de la OM de las funciones constantes. 


e O. ¿Cómo multiplicar curvas, cuando solamente se conoce su re- 
presentación gráfica y la unidad en los ejes? 


+ Si las curvas son dos funciones afín, es posible reconstruir la OM 
de las funciones polinómicas de segundo grado. 


+ La multiplicación de más de dos rectas, o rectas y parábolas, o 
parábolas permite estudiar la OM de las funciones polinómicas. 


e O, ¿Cómo realizar el cociente entre funciones polinómicas cuando 
sólo se conoce su representación gráfica y la unidad en los ejes? 
permite estudiar la OM de las funciones racionales, y como conse- 
cuencia, la OM de las asíntotas y la OM del límite. 
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+ Para el caso particular del cociente entre dos funciones afín es 
posible reconstruir la OM de las funciones homográficas. 


e Q,: ¿Cómo obtener la potencia o raíz de una curva cuando sola- 
mente se conoce la representación gráfica y la unidad en los ejes? A 
partir de esta pregunta derivada es posible reconstruir la OM de las 
funciones potenciales y las radicales. 


+ ...pueden generarse otras preguntas, tantas como curvas y opera- 
ciones se propongan aunque la curva no sea una función conocida 
por ellos. 


Además de las OM relativas a cada tipo de función pueden agre- 
garse otras que incluyen por ejemplo, a las ecuaciones respectivas, a 
las operaciones algebraicas entre las funciones y a un tratamiento que 
podría comprender un nivel de algebrización que distingue variables 
de parámetros. También puede reencontrase la OM de las funciones 
trascendentes; que si bien no se constituye como resultado de efectuar 
operaciones con curvas; en el marco del REI las mismas pueden ser 
objeto de construcción a partir de una adaptación de las técnicas gene- 
radas como consecuencia de estudiar las distintas OM de las funciones 
algebraicas a otros casos. Una síntesis de las OM del programa de Mate- 
mática de la secundaria y de las preguntas derivadas de O, que podrían 
ser estudiadas a partir del REI, se presenta en el Esquema 1. 


El análisis inicial permite justificar que el REI propone una arbo- 
rescencia que se refleja en la cobertura relativamente completa de las 
distintas OM del programa de manera “articulada”. Todas las funciones 
algebraicas pueden generarse a partir de operaciones con otras curvas 
ya conocidas, y por lo tanto las características a reconstruir estarán 
determinadas por la elección de las curvas y la operación entre ellas. 

Las demás OM que no son específicas de un determinado tipo de 
función, también podrían estudiarse por adaptación de las técnicas cons- 
truidas para las funciones algebraicas. 
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Op: ¿Cómo operar con curvas cualesquiera si solo se dispone de la 
representación gráfica de las mismas y de la unidad en los ejes? 


OM funciones algebraicas 


OPERACIONES CON CURVAS 
/ 
pap O. MULTIPLICACIÓN N 
; ii 7 
CUALQUIER RECTAS Ou: ¿Cómo multiplicar dos 4 


CURVA A a A 


i 

1 

; inciones afín si sólo se conoce su y 
1 representación gráfica y la unidad 
1 

1 

1 

1 


OM funciones , 


constantes 


en los ejes? 


a a a titi! 
I l Ojo: ¿Cómo multiplicar más de dos rectas o ' 
rectas y parábolas o parábolas, si solo se > 


OM funciones polinómicas de 


grado dos 


¡ 
| conoce su representación gráfica y la : 
n unidad en los ejes? ' 
8 1 
: > ] Ou: ¿Cómo realizar el cociente 1 
- 1  t entre funciones polinómicas, si solo y 
'errrencns 0 7 ¿ 7 
' ES ¡ . 1 1 5e conoce su representación gráfica 1 
h ¿ que pao ud ro y la unidad en los ejes? 1 
: antisimétricas 1 ? 1 
A A EA 1 1 


3 ECUACIONES E INECUACIONES 
en cada función algebraica 
OM a de 


Operación a 1 
poe y funcional. 
OM operaciones con 
funciones 
triángulos 
Construcción geométrica de cualquier curva 


OM Teorema 

de Tales 

OM Es E--=3 funciones == funciones 
Es E--=3 == micas 


OM funciones trascendentes 


Operación 
algebraica 


ESQUEMA 1: Descripción de las posibles OM que permite “cubrir” el REL 
Esquema tomado de Llanos, Otero (2013c) con modificaciones. 
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El desarrollo del REI en la escuela secundaria 


El REI fue desarrollado en clases de Matemática de la Escuela Se- 
cundaria, con estudiantes que cursan 4'" y 5 Año. El recorrido se inicia 
en 4' y con el mismo grupo de estudiantes continúa en 5" (14 a 17 años). 


Se comienza con el estudio de O, y los intentos de búsqueda de una 
respuesta a dicha pregunta por parte de los estudiantes. 


Las respuestas iniciales dadas por los alumnos determinan los po- 
sibles recorridos a estudiar, atendiendo a las OM del programa y a sus 
conocimientos. Las OM reencontradas o encontradas durante el REL se 
han indicado con líneas punteadas en el Esquema 1. 


Inicialmente los estudiantes proponen operar con rectas; y entre ellas 
suma, resta, multiplicación y división. Entre la variedad de las curvas 
posibles, las rectas son la inicialización más disponible para los alumnos. 
Como la OM de las funciones afín y constante forman parte de sus cono- 
cimientos disponibles, la suma y resta de rectas no se reencuentra en el 
REL. Se decide comenzar por el estudio de la multiplicación de dos rectas, 
que permite reconstruir la OM de las funciones polinómicas de segundo 
grado, considerada central en el programa de 4'" Año de la escuela secun- 
daria. Las demás posibilidades, tales como la multiplicación de más de 
dos rectas, o el cociente entre ellas, se estudian en ese orden, más adelante. 


La OM de las funciones polinómicas de grado dos, la OM de las 
funciones polinómicas y la OM de las funciones racionales, son reen- 
contradas en ese orden en tres grandes partes (P,, P, y P,) del REL Esta 
es una entre varias posibilidades del recorrido propuesto. 


P,: Nociones relativas a la OM de las funciones polinómicas de se- 
gundo grado. 


En la primera parte del REL, el problema se reduce al estudio de O: 
¿Cómo multiplicar dos funciones afín, si sólo se conoce su representa- 
ción gráfica y la unidad en los ejes? Se requiere construir una repre- 
sentación gráfica para las funciones polinómicas de segundo grado. Las 
variantes en este problema se dan en las diferentes rectas que se multipli- 
can, y en todos los casos se busca una representación gráfica de la pará- 
bola dada por h =f- g. Las preguntas propuestas en estas situaciones son: 
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Las funciones f y g están dadas por los gráficos de las Figuras. Todas las rectas A//B// 
C//D, son perpendiculares al eje x. La función h =f- g. 


FIGURA 1: Gráficas correspondientes a las funciones fy g 


(a) ¿Cuál podría ser la gráfica más razonable para h? ¿Qué características de 
la gráfica de h podrías justificar? 


(b) Para todo x, y x, equidistantes de los ceros de cada función, CA =BD. ¿Es 
verdad que h(x,) = h(x,)? ¿Podrías justificar? 


(c) ¿Qué triángulos tendrías que construir para calcular la multiplicación entre f 
y g en el eje de simetría, utilizando como lado de uno de los triángulos, la unidad? 


Estas situaciones permiten construir diferentes representaciones 
gráficas de las parábolas, dependiendo de las rectas que se multiplican 
en cada caso. 


La información dada en el problema permite obtener en principio al- 


gunos puntos “seguros” (ceros, unos, en algunos casos también el menos 
uno o múltiplos de la unidad) y el análisis de los signos de h (C* y C>, 
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a partir de los signos de las rectas f y g. Se destaca el proceso según el 
cual se prueba la simetría de la curva y se construye geométricamente el 
vértice. Se desarrolla así, una técnica que permite aumentar la cantidad 
de puntos seguros construyendo triángulos semejantes apropiadamente 
seleccionados, utilizando como información la unidad. Esta técnica está 
basada en la tecnología del Teorema de Thales y la proporcionalidad de 
segmentos (Llanos, Otero, 2013a). 


9) ¿Qué triángulos tendrias que construir pas calcular la madesplicación cdere f y y en el eje de simetrio, picando como lado de uno de 
dos triimgudos, la unidad? 


FIGURA 2: Protocolo correspondiente al alumno Al61. 


El protocolo A161* de la Figura 2 muestra la actividad matemática 
de los estudiantes, a partir del problema de la multiplicación de dos rec- 
tas cuando solamente es conocida la unidad. 


Puede interpretarse en el protocolo como este estudiante obtiene 
todos los puntos “seguros”, construye el vértice, prueba la simetría de la 
curva y realiza una gráfica bien aproximada para h. De manera análoga 
se construyen las características de las parábolas que tienen un mínimo, 
con ceros reales distintos y coincidentes, en los otros casos propuestos 
por la situación inicial. 


éTodos los estudiantes se codificaron desde Al a A163 y corresponde al total de los que 
participaron entre las 6 implementaciones en la escuela secundaria. 
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El estudio de O, no acaba en la construcción de la representación 
gráfica de h. Otras preguntas derivadas son propuestas por el profesor, 
con el objetivo de ingresar en el problema de la multiplicación analítica 
de dos rectas. El hecho de comenzar por el producto entre rectas, permi- 
te desde el inicio, obtener representaciones analíticas equivalentes para 
las funciones polinómicas de segundo grado, partiendo de una expresión 
factorizada. 


Las representaciones analíticas de h conducen a reinterpretar los ce- 
ros, sus propiedades, la multiplicidad de las raíces, el máximo o mínimo 
y los signos de dichas funciones, construidas antes gráficamente, y ahora 
analíticamente. Se considera también el caso de las raíces imaginarias 
reingresando en el marco geométrico, cuando se analiza cómo la trasla- 
ción de vector Y de una cierta gráfica puede generar otras. Este método 
es generalizable a otras funciones polinómicas de grado mayor a dos. 


Si bien esta es una manera muy diferente de introducir las funcio- 
nes polinómicas de segundo grado en la escuela, la generatividad de la 
pregunta inicial, planteada en el dominio geométrico, otorga sentido no 
sólo a la representación analítica de la función polinómica de segundo 
grado, sino también a la posterior construcción de las curvas de todas 
las funciones polinómicas. 


Las técnicas obtenidas como respuesta al problema de la multipli- 
cación de dos rectas en la primera parte del REI pueden generalizarse 
y adaptarse para los casos de la multiplicación de más de dos rectas y 
también rectas y parábolas o entre parábolas. Esto, originó la segunda 
parte del recorrido relativa a la OM de las funciones polinómicas. 


P,: La OM de las funciones polinómicas en el REI 


Esta parte del recorrido se genera a partir de la pregunta O,: ¿Cómo 
multiplicar más de dos rectas, o rectas y parábolas, o parábolas; si 
solamente se conoce su representación gráfica y la unidad en los ejes? 


Las curvas que sería posible construir son tantas como rectas y 
parábolas se propongan. El problema permite, en cualquier caso, re- 
construir las características de la gráfica de las funciones polinómicas, 
comenzando por la de grado tres. Las preguntas que se proponen son: 
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Las funciones f, g y ¡ o f y h, están dadas por el gráfico de la Figura 3. La función 
p=pe*= op Rk 


FIGURA 3: Gráficas correspondientes a las curvas f, g y h respectivamente 


a) ¿Cuáles son los puntos seguros y los signos de p? 


b) ¿Cuál podría ser la gráfica más razonable para p? ¿Qué caracteristicas de 
la gráfica de p podrías justificar? 


Esta parte del recorrido corresponde a una generalización de las 
técnicas desarrolladas en Pl. Para graficar p, basta recuperar y adaptar 
el conjunto de técnicas generadas para el caso de la multiplicación de 
dos rectas. 


38 RECORRIDOS DE ESTUDIO Y DE INVESTIGACIÓN MONO DISCIPLINARES... 


Los estudiantes continúan con el estudio inicialmente basado en 
los puntos seguros: ceros, unos, menos unos, múltiplos de la unidad; y 
analizan previamente los signos (C* y C”) que puede tener el producto 
cuando intentan obtener la curva para p. La técnica para obtener cual- 
quier punto de la curva, a partir de una adaptación de la obtenida en P, 
para construir el vértice de h, es recuperada por los estudiantes en esta 
parte del recorrido. 


El protocolo del estudiante A128 que se presenta en la Figura 4, se 
seleccionó para describir las características de una representación para 
las funciones polinómicas de grado tres que resulta del problema de 
multiplicar tres rectas cuando solamente se conoce la representación de 
las curvas y la unidad en los ejes. Además de mostrar la construcción 
de algunos puntos notables de la curva, este estudiante se beneficia del 
potencial de la técnica que permite construir cualquier punto, como por 
ejemplo los obtenidos en los extremos, y analizar como consecuencia 
las características de las ramas infinitas de p. 


X ¿urros teque » 
para la opáfica 


3 A ARE A A A AA - 
al ME A 


FIGURA 4: Protocolo correspondiente al alumno A128 
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El problema de la multiplicación analítica de más de tres rectas, o 
rectas y parábolas; o entre parábolas lleva al estudio de las represen- 
taciones analíticas de las funciones polinómicas; en principio como 
multiplicación de curvas y luego se obtiene la forma general de dichas 
funciones. A diferencia de la primera parte, aquí también se propone 
construir técnicas para realizar operaciones con polinomios, no sólo de 
forma algebraica, sino también gráfica; e ingresar en el estudio de las 
ecuaciones con dichas funciones. 


El hecho de comenzar por la construcción de la curva que resulta de 
multiplicar otras del tipo de grado menor, da sentido a la factorización de 
polinomios, al significado de los ceros y a la forma factorizada de dichas 
funciones; aspectos retomados también en la última parte (P,) del recorri- 
do propuesto. Las funciones racionales se estudian como consecuencia de 
realizar el cociente entre funciones polinómicas; mediante una adaptación 
de las técnicas generadas como respuesta a O, y O, desarrolladas antes. 


P;: Nociones relativas a la OM de las funciones racionales en el 
marco del REI 


La última parte del recorrido desarrollado trata el problema del co- 
ciente de curvas a partir de la pregunta derivada O,: ¿Cómo realizar el 
cociente entre funciones polinómicas, si sólo se conoce su representación 
gráfica y la unidad en los ejes? El énfasis está puesto aquí en la obten- 
ción de una curva razonable para q, donde q=p/r y p y r son polinomios 
con r F 0. Las preguntas que se proponen, también corresponden a una 
adaptación de las de las antes estudiadas en las otras partes del REI: 
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Las funciones f y g están dadas por los gráficos de la Figura 5. La función q=p/r 


FIGURA 5: Gráficas correspondientes a las curvas p y r. 


a) ¿Cuál podría ser la gráfica más razonable para q? ¿Qué características de 
la gráfica de q podrías justificar? 
b) ¿Es q la representación gráfica de una función? 


La obtención de la curva más razonable para la función racional q se 
logra a partir de la identificación de los signos (C* y C>), los puntos se- 
guros (los ceros, unos, menos uno, múltiplos de la unidad y se utiliza el 
hecho de que en la intersección de las funciones graficadas, la ordenada 
de q vale uno, por tratarse de un cociente). También es posible obtener 
otros puntos seguros a partir de la técnica de la construcción geométrica 
que usaron en las otras partes del recorrido, por medio de la construc- 
ción de los triángulos semejantes, utilizando la unidad y formulando 
las proporciones que justifican cómo puede obtenerse la ordenada del 
punto que representa el cociente entre las curvas, en cualquier abscisa 
(Gazzola, Llanos, Otero, 2013, Otero, Llanos, Gazzola, 2012). 


Otro aspecto fundamental es relativo a la necesidad de estudiar el 
caso donde el divisor de la función racional es cero, que corresponde a 
la asíntota vertical de q. Es posible analizar el comportamiento de la grá- 
fica para q en las proximidades de dicho punto; y también en los casos 
donde la función dividendo y divisor tienen algún cero común. La grá- 
fica de q corresponde a la representación gráfica de las funciones racio- 
nales si se excluyen del dominio los valores que anulan al denominador. 
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Para ejemplificar algunas de las características de la gráfica de 
q definidas antes, se selecciona el protocolo de A81. Este estudiante 
construye los puntos seguros: cero (de la función f) y también los pun- 
tos donde g es uno y menos uno respectivamente y analiza los signos. 
Obtiene una adaptación de la técnica para multiplicar segmentos, ahora 


para el cociente. Identifica la asíntota y justifica que no puede construir 
el punto donde la función denominador es cero. 


QU .f 
QU) ER) AL D> QU). pe unión 
a, 20 E 
qu: qm 
a 


Qu): A | 


| a í 
La(o. Fi) ¿> FO. 91e) A 
319 


E ¿Eno ha repecrembación go cibicra ale soma Srernc ión * 
Dec. fosa) 20) [L20 
«Ct. (ax) q 7 


FIGURA 6: Protocolo correspondiente al alumno A81 


03 ha permitido además estudiar las características de las represen- 
taciones analíticas de las funciones racionales; las asíntotas verticales, 


horizontales y oblicuas y operar con funciones racionales; siempre re- 
cuperando las técnicas antes obtenidas. 


Por otro lado, el hecho de comenzar por las expresiones factorizadas 
parece haber contribuido positivamente con los resultados obtenidos al fi- 
nal del recorrido, sobre todo con relación al trabajo de las técnicas de sim- 
plificación y las operaciones con funciones racionales y sus propiedades. 
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El recorrido por las distintas partes desarrollas al momento, es sólo 
un ejemplo de lo que O, permitiría generar. Las OM de las funciones 
algebraicas pueden todas ser estudiadas a partir de las operaciones entre 
curvas, por medio de una adaptación de las técnicas generadas en un reco- 
rrido, en otro; y atendiendo a las especificidades de cada tipo de función. 


Síntesis, conclusiones y arborescencias 


En este capítulo se ha descripto sucintamente, el desarrollo de un 
REI monodisciplinar y finalizado, que es viable en la escuela secun- 
daria. El hecho de proponer un REI con estas características es conse- 
cuencia de las particulares del entorno para su implementación. Como 
se ha desarrollado, el recorrido permite cubrir distintas OM, todas 
pertenecientes al programa de estudio de la escuela secundaria, por eso 
es finalizado; es decir no permite estudiar otras organizaciones más 
allá de las previstas en el programa. Por otro lado, un planteo excesi- 
vamente abierto de las preguntas, que implicaría una apertura del REI, 
podría poner en riesgo la permanencia en la institución pues no se puede 
abandonar el programa si se quiere tener la chance de realizar estudios 
prolongados como el que se propone en este trabajo, que dura dos años. 


Como se ha expresado, la generatividad la pregunta O, en el REI 
permitió desarrollar diferentes OM del programa de Matemática de 
manera articulada. Las distintas partes del recorrido permiten recuperar 
la razón de ser de las OM que se estudian dado que todas las funciones 
algebraicas pueden generarse a partir de operaciones con otras curvas ya 
conocidas. El recurso a las nociones geométricas son parte constitutiva 
del estudio en el REL 


Los resultados obtenidos con relación a las OM de las funciones 
polinómicas de grado dos y mayor y la OM de las funciones racionales 
tanto en la construcción de las curvas como de las representaciones 
analíticas son alentadores. Se consiguió que el saber sea objeto de estu- 
dio y construcción por la clase; y los protocolos muestran la calidad y 
relevancia del trabajo matemático realizado. 
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Los REI se muestran como una herramienta importante para enfren- 
tar cambios en la enseñanza de la escuela secundaria. Interesa a partir 
de la investigación: 


e Promover recorridos con base en la viabilidad de los instrumentos, 
que no necesariamente inician por la multiplicación de dos rectas, y 
donde tal vez las técnicas geométricas ya no sean esenciales. 


e Intentar encontrar respuestas que originen caminos diferentes y reen- 
cuentros con las OM en otro orden. 


e Profundizar en el estudio de las dificultades y en las maneras en que 
estas podrían sortearse, dada la profundidad que muestra el disposi- 
tivo para introducir un cambio significativo en la escuela secundaria. 


, CAPÍTULO 3 
LAS DIALÉCTICAS EN UN REI BIDISCIPLINAR 
DESARROLLADO EN LA ESCUELA SECUNDARIA 


VERÓNICA PARRA, MARÍA RITA OTERO, 
MARÍA DE LOS ÁNGELES FANARO 


Introducción 


Este capítulo describe cómo se desarrolla una enseñanza por REI en 
un curso de Matemática del último año del nivel secundario. El REI co- 
menzó el primer día del ciclo lectivo. Los estudiantes no sabían con qué 
nociones matemáticas u organizaciones matemáticas podrían abordar 
las respuestas a las preguntas planteadas. Las preguntas generatrices del 
REI se refieren a la Microeconomía, específicamente al comportamiento 
de las leyes de oferta y demanda de mercado. 


Describiremos aquí el recorrido de estudio e investigación cuyas 
preguntas generatrices, en su forma resumida, son: ¿cómo hallar el 
punto de equilibrio? y ¿cómo y cuánto varia exactamente el punto de 
equilibrio? (Chevallard, 2004) bajo las hipótesis de equilibrio alcanzable 
y la linealidad de las funciones de oferta y de demanda. 


¿Cómo se formula la pregunta generatriz en el REI? 


Las preguntas del REL, detalladas en esta sección, permiten cons- 
truir y analizar las variaciones de un modelo lineal de oferta y de de- 
manda, donde las ecuaciones dependen únicamente del precio del bien 
(p) y de las cantidades del mismo (siendo Q, la cantidad demanda y Q, 
la cantidad ofrecida. 


El profesor introdujo las preguntas, cada grupo de alumnos debía 
aportar una respuesta, generando si era necesario nuevas preguntas, 
luego comunicarlas y defenderlas ante el resto de la clase. Las preguntas 
que surgieron en los distintos grupos de alumnos fueron consideradas 
por la comunidad de estudio y también se respondieron. Las preguntas 
del REI fueron las siguientes: 
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Q,: Supongamos que se están elaborando pastas rellenas con la 
intención de venderlas y de recaudar dinero. De un ensayo de ventas 
previo se obtuvo la información ofrecida en la tabla siguiente: 


Cantidad Precio por Cantidad Precio por 
ofrecida docenas demandada docenas 
(en docenas) (en $) (en docenas) (en $) 
155 10 330 7 
307 18 250 15 
98 7 270 13 


¿Cómo podemos determinar a qué precio por docena todo lo que 
se produce se vende y no queda demanda insatisfecha? ¿Qué modelo 
lineal permitiría estudiar el comportamiento de la oferta y demanda de 
este mercado? 


Q,: ¿Cómo se podría estudiar el comportamiento de las leyes de 
oferta y la demanda para cualquier par de funciones lineales de oferta y 
de demanda? ¿Cómo podría hallarse en este caso el punto de equilibrio? 


Q,: Supongamos que la función de oferta de un modelo de mercado 
está dada por la función y 0 (p) = 3p — 2 y que la función de demanda 
por D (p) = -4p + 6 ¿Cómo describir la variación del punto de equili- 
brio si sólo se modifica el valor de la ordenada de la demanda? ¿Y si en 
cambio se modifica el valor de la ordenada de la oferta? 


Q,: Sigamos considerando las mismas funciones de oferta y de 
demanda del caso anterior. ¿Cómo describir la variación del punto de 
equilibrio si ahora sólo se modifica el valor de la pendiente de la función 
de demanda? ¿Y si sólo se modifica el valor de la pendiente de la función 
de oferta? 


Q,: Hasta aquí hemos podido determinar cómo variará el precio y 
la cantidad según varíen las pendientes y las ordenadas de las funciones 
oferta y de demanda. Pero ¿Cuánto varía exactamente el punto de equi- 
librio en cada caso? 
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Gestión del REI: las dialécticas 


Una enseñanza por REI supone desarrollar ciertas actitudes que 
toman forma concreta en la puesta en juego de diferentes skills (Che- 
vallard, 2013b) que son las dialécticas del estudio y de la investigación 
(Chevallard, 2001). Describiremos en esta sección cómo se desarrolló el 
proceso de estudio a partir de las dialécticas definidas en el capítulo 1. 


Dialéctica del estudio y de la investigación 


La búsqueda de respuestas a las cuestiones generatrices del REI 
y a sus cuestiones derivadas (Chevallard, 2007)- tales como ¿Qué es 
el punto de equilibrio? ¿Cómo hallarlo? ¿Cómo construir el modelo? 
¿Cómo representarlo? — combinó el estudio de respuestas R? disponibles 
en el grupo de alumnos (tales como la función lineal, sistemas de dos 
ecuaciones lineales con dos incógnitas y límite de funciones entre otras) 
con el estudio y la investigación realizada a través de Internet, en libros 
de Microeconomía y en libros de Matemática 


Dialéctica del individuo y del colectivo (o de la autonomía y de la 
sinonimia) 

Cada integrante del grupo debe actuar en función del grupo al cual 
pertenece. Cada uno de los estudiantes sabe que no debe crear su propia 
ley (autonomía) sino construir y adoptar una ley del grupo (preguntas 
generatrices) (Chevallard, 2013b). Por ejemplo, la síntesis realizada al 
cabo de dos meses de clases fue el resultado de un acuerdo entre cada 
uno de los integrantes (sinonimia), en este ejemplo, del grupo 3”. La 
Figura 1 muestra esta síntesis, la cual comienza con la investigación en 
torno a las leyes de la oferta y la demanda, la relación entre ambas y la 
forma de obtener el punto de equilibrio (analítica o gráficamente). Los 
alumnos colocan flechas para indicar el orden en la síntesis. De esta 
forma, continúan escribiendo un ejemplo de un modelo lineal de oferta y 
de demanda. Siguiendo las flechas de este “esquema-síntesis”, colocan el 


"Los 28 alumnos que participaron de esta implementación se distribuían en 6 de grupos 
de la siguiente forma: 5 grupos de 5 integrantes y 1 grupo de 3. 
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concepto “derivada” anotando que “mide la rapidez con que se produce 
un cambio”. Posteriormente, colocan una flecha doble para resaltar la 
definición de la derivada de una función f (x) como el límite del cociente 
incremental. Finalmente, colocan una nueva flecha y posicionan allí al 
concepto “límite”. 
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Figura 1: Síntesis realizada por el grupo 3. 
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Dialéctica del análisis (y la síntesis) praxeológica y del análisis (y la 
síntesis) didáctico 


Esta dialéctica —presente no sólo en el desarrollo del REI sino tam- 
bién en todo su proceso de ingeniería didáctica— tuvo lugar, por ejemplo, 
al considerar la derivada y la organización matemática (OM) (Cheva- 
llard, 2005) en torno a ella como un saber adecuado y funcional para el 
estudio de las variaciones del precio y la cantidad de equilibrio según se 
varíen los parámetros del modelo. Es decir, la incorporación de la deri- 
vada de funciones como una OM a estudiar en este recorrido responde a 
diversas cuestiones didácticas relativas a cómo realizar tal estudio, cuál 
es la génesis de la derivada, cómo se ha estudiado en esta institución, 
entre otras. Fue necesario además, realizar un análisis praxeológico, es 
decir, qué fipos de tareas relativa a las variaciones permite resolver la 
noción de derivada, de qué manera (esto es, las técnicas) y cómo justi- 
ficar esas maneras de hacer. 


Dialéctica del entrar y salir-de-tema 


La búsqueda de respuestas a las diferentes preguntas genera salidas 
al área de la microeconomía y también al área de la matemática. Por 
ejemplo, para construir el modelo, debió estudiarse cómo hallar la ecua- 
ción de una recta que pasa por dos puntos, cómo construir y resolver 
un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas, etc. Luego de 
realizar este estudio, los alumnos debieron volver a la pregunta inicial y 
construir el modelo que les permitió determinar el punto de equilibrio. 
Posteriormente, al definir la derivada como el límite del cociente incre- 
mental especial que permitía analizar las variaciones, debió estudiarse 
(reencontrarse con) la OM en torno al límite de funciones. Esta salida 
se prologó en el tiempo y generó ciertas dificultades para volver a la 
pregunta inicial. El protocolo siguiente presenta el trabajo realizado por 
el grupo 2 de estudiantes en la salida a la resolución de sistemas de dos 
ecuaciones lineales con dos incógnitas. Los estudiantes enumeran los 
distintos métodos conocidos para resolver un sistema de dos ecuaciones 
lineales con dos incógnitas y resuelven un ejemplo utilizando el método 
de igualación, el método de sustitución y el gráfico. 
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FIGURA 2: Trabajo parcial realizado por el grupo 2 respecto a la resolución 


de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas. 
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Dialéctica del paracaidista y de las trufas 


Como se mencionó anteriormente, el REI se implementó desde el 
primer día de clases. Para poder responder la cuestión inicial, cada gru- 
po de alumnos debió inspeccionar zonas de gran alcance (Chevallard, 
2007) (como lo hace un paracaidista), tanto de la matemática y de la 
microeconomía, pues no sabían qué organizaciones matemáticas y/o 
extra matemáticas servirían para responder la cuestión. Luego, debieron 
decidir qué de específico (trufas que debían descubrir, analizar, evaluar, 
etc.) permitirían aportar la respuesta. 


Por ejemplo, los alumnos investigaron sobre la Economía y deter- 
minaron que la disciplina más adecuada para buscar una respuesta par- 
cial era la Microeconomía. Finalmente, especificaron más su búsqueda 
determinando que el sector más pertinente de la Microeconomía era el 
referente al comportamiento de la oferta y la demanda de mercados, el 
punto de equilibrio, la manera de hallarlo (precio y cantidad de equili- 
brio) y cómo construir el modelo de mercado de un único bien. 


Dialéctica de las cajas negras y cajas claras 


Esta dialéctica está estrechamente relacionada con la anterior, pues 
en cada una de las especificaciones se debe determinar qué conocimien- 
to resulta pertinente para aportar respuestas a las preguntas planteadas, 
es decir, estudiar y utilizar lo estrictamente necesario, podríamos decir, 
en un nivel de gris adecuado (Chevallard, 2007). Por ejemplo, el grupo 
G6 encontró que la pendiente de una recta (no vertical) que pasa por dos 
Y2— Y1 


puntos P, = (X, y,) y P,= (%, y,) está dada por a = xo Ma 


Consideraron que esto les permitía construir el modelo y lo utiliza- 
ron. Es decir, para este grupo, esta “fórmula” para hallar la pendiente 
fue oportuna. La Figura 3 presenta esta técnica. 
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FIGURA 3: Técnica utilizada por el grupo 6 para hallar las ecuaciones 
de la recta de oferta y de la recta de demanda. 


Dialéctica de la lectura (de la “excripción”) y de la escritura (de la 
inscripción) 

La primera pregunta permitió, por ejemplo, estudiar sobre la oferta, 
la demanda, las ecuaciones de rectas, variables, parámetros, ordenadas 
al origen, pendiente, y sistemas de ecuaciones. Esto puede interpretarse 
como una manera de hacer propia la dialéctica denominada de la ins- 
cripción y la excripción 0 de la lectura y de la escritura. La comunidad 
de estudio vinculó las preguntas con ciertos saberes matemáticos, sin 
transcripciones textuales, es decir, utilizó sólo los saberes relevantes y 
útiles para responder la pregunta. 


Por ejemplo, el grupo G2 utilizó parte de la descripción que ofrece 
Wikipedia sobre la oferta y la demanda para realizar la gráfica del mo- 
delo a construir. Con los datos de las tablas construyeron la gráfica del 
modelo colocando en el eje vertical el precio y sobre el eje horizontal 
las cantidades. Además, indican en el gráfico la oferta no vendida y la 
demanda insatisfecha La Figura 4 (a) muestra la lectura y la Figura 4 (b), 
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la escritura realizada por el grupo G2 a partir de la información obtenida 
en Wikipedia sobre el comportamiento de la oferta y la demanda. 


Diagrama de la oferta y la demanda 


El modelo se basa en la relación entre el precio y las ventas de dicho bien y 
asume que en un mercado de competencia perfecta, el precio se establecerá en 
un punto —llamado punto de equilibrio— en el cual él se produce un vaciamiento 
del mercado, es decir, todo lo producido se vende y no queda demanda 
insatisfecha. 


El postulado de la oferta y la demanda implica tres leyes: 


+ Cuando, al precio corriente, la demanda excede la oferta, el precio tiende a 
aumentar. Conversamente, cuando la oferta excede la demanda, el precio 
tiende a disminuir. 

> Un aumento en el precio tiende, más tarde o más temprano, a disminuir la 
demanda y a aumentar la oferta. Conversamente, una disminución en el 


precio tiende, más tarde o más temprano, a aumentar la demanda y 


disminuir la oferta. 


O 
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FIGURA 4 (A): Lectura en Wikipedia realizada por el grupo 2 
sobre la oferta y la demanda. 
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FIGURA 4 (B): Escritura en la carpeta de los integrantes del grupo 2 
de la “lectura” anterior. 


Dialéctica de los médias y de los medios 


Esta dialéctica hace referencia a que cada respuesta obtenida (de 
carácter provisorio) debe someterse a la crítica de las demás dialécticas 
y evaluar de ellas el grado de incertidumbre (Chevallard, 2013b). Por 
ejemplo, para responder la primera cuestión existen dos modelos: uno 
considerando que el precio del producto depende de las cantidades de- 
mandadas y ofrecidas y otro, considerando que las cantidades (deman- 
dadas y ofrecidas) dependen del precio. Es decir, 


p=p(q,) (4. =0(p) 
p=P(9a) 31%a=Qalp) 
do = la do = la 
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Ambos modelos fueron validados no sólo desde la Matemática sino 
también desde la Microeconomía utilizando diferentes medias (Internet, 
libros de Matemática, libro de Microeconomía, el profesor de Matemá- 
tica y particularmente, el profesor de Economía). 


Dialéctica de la de la difusión y de la recepción 


Esta dialéctica se vivió en todo el desarrollo del REI pues cada res- 
puesta construida por los grupos debía ser difundida al resto de la clase 
participando además en las producciones de los demás grupos. Por ejem- 
plo, el grupo G6 mostró la construcción de una tabla en la cual colocaban 
diferentes valores de ordenada, el nuevo precio de equilibrio, la nueva 
cantidad de equilibrio y las diferencias entre éstos y el punto de equili- 
brio inicial. Esta difusión sirvió para que los demás grupos utilizaran la 
construcción de las tablas como un elemento clarificador y organizador 
de los diferentes datos. La Figura 5 muestra un ejemplo de este trabajo: 
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FIGURA 5: Tabla confeccionada por el grupo 6 para dar respuesta 
a la pregunta sobre la variación en el punto de equilibrio 
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Conclusiones 


La implementación de este recorrido desde el primer día del cicló 
lectivo requirió cambios radicales en las distintas funciones didácticas 
(topogénesis, mesogénesis y cronogénesis). El funcionamiento de las 
diferentes dialécticas permite describir estos cambios pues éstas operan 
recurrentemente durante el REL. 


La búsqueda de respuestas a las distintas preguntas pone en juego 
la dialéctica del estudio y de la investigación pues es necesario no sólo 
estudiar sobre Microeconomía y Matemática, sino también investigar 
en torno a ambas disciplinas. Para estudiar e investigar sobre una cues- 
tión, es necesario decidir en qué medias (por ejemplo, Internet, libros 
de Microeconomía, de Economía, libros de Matemática, profesores de 
Economía, profesores de Matemática, entre otros) realizar las búsquedas 
y luego determinar cuáles de esos medias serán incorporados al medio 
(dialéctica de los medias y medio) y qué saberes extraídos de esos me- 
dias serán puesto a prueba sin ser creídos bajo palabra. A su vez, esta 
búsqueda en diferentes fuentes de información requiere determinar qué 
saberes son pertinentes y funcionales para con la construcción de la 
respuesta R', es decir, cuál es el nivel de gris más adecuado. 


La búsqueda, la determinación de saberes pertinentes y la decisión 
del nivel de gris de las distintas R” y de otras obras encontradas en los 
diferentes médias, conducen a decidir de qué forma se incluirán estos 
saberes en la construcción de la respuesta R', para lo cual será necesario 
analizarlos, interpretarlos y reescribirlos sin realizar una copia textual 
(dialéctica de la lectura y de la escritura). 


Por otra parte, la respuesta R* desarrollada por cada grupo de alum- 
nos debe ser el producto de un consenso entre todos los integrantes del 
mismo. Si bien cada integrante puede realizar un estudio e investigación 
individual, llega un momento en el cual debe contribuir a la respuesta 
colectiva (dialéctica del individuo y del colectivo). Una vez construida 
RY al interior de cada grupo, éstos la difunden y defienden para el resto 
de la clase (dialéctica de la difusión y recepción). 


El estudio y la investigación de las preguntas, la puesta a prueba de 
los saberes encontrados en los distintos médias, la decisión de la perti- 
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nencia y funcionalidad de los saberes, la identificación del nivel de gris, 
la lectura y escritura de esos saberes, las relaciones individuales y/o gru- 
pales con los distintos saberes y la difusión y defensa de la respuesta RY* 
implican que, en diferentes momentos del proceso de estudio se realicen 
salidas y entradas a distintas obras matemática y/o microeconómicas. 
Esto ocurre cuando los saberes encontrados no están disponibles en el 
equipamiento praxeológico de los estudiantes o bien cuando están dis- 
ponibles pero es necesario realizar un reencuentro. 


Por ejemplo, la praxeología en torno al límite de funciones estaba 
disponible en el equipamiento praxeológico de los estudiantes pero fue 
necesario llevar a cabo un reencuentro. Es decir, fue necesario volver a 
estudiarla. Así, ocurrió una salida al límite de funciones, que se prolongó 
en el tiempo pero que recuperó al menos un sentido al concepto límite de 
funciones. Las diferentes salidas y entradas ocurrieron no solo al interior 
de la Matemática sino también al interior de la Microeconomía. 

La dialéctica del análisis (y síntesis) didáctico y análisis (síntesis) 
praxeológico opera no sólo en el desarrollo del REI sino también en la 
ingeniería didáctica del mismo. El investigador debe en todo el proceso 
del diseño del REI analizar las acciones didácticas y praxeológicas 
que cada pregunta puede poner en juego. Específicamente, este análisis 
didáctico y praxeológico se materializa en la construcción por parte del 
investigador en el Modelo Praxeológico de Referencia (MPR). 


Todas las dialécticas mencionadas hasta aquí están entrelazadas 
unas con otras y el funcionamiento de cada una de ellas llama a la pues- 
ta en marcha de las otras. Puede que algunas tengan mayor incidencia en 
una función didáctica que en otra, pero todas implican cambios radicales 
en las tres. 


Es difícil para el profesor no ceder ante la demanda de los estudian- 
tes, habituados al lugar del profesor explicador. Esto lleva a preguntarse 
por las dificultades de instalar una enseñanza por REI, cuando el profe- 
sor no es experimentado, ni está familiarizado con la TAD. 


Finalmente, se mencionan algunas preguntas que quedan por res- 
ponder: ¿Cómo gestionar el impacto emocional que se percibe en los 
estudiantes, con relación a la incertidumbre que generan las nuevas 
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responsabilidades? ¿Cómo desarrollar progresivamente la autonomía de 
los estudiantes, necesaria para que ellos abandonen los hábitos de obe- 
diencia y dependencia generados por la pedagogía tradicional? ¿Cómo 
gestionar el proceso de acreditación de los estudiantes en una enseñanza 
por REL? ¿Qué equipamiento praxeológico necesitan los profesores para 
desarrollar una enseñanza por REI? 


CAPÍTULO 4 
REI BIDISCIPLINAR 
EN TRES ESCUELAS SECUNDARIAS 


ANGEL DONVITO, PATRICIA SUREDA, MARÍA RITA OTERO 


Introducción 


Los Recorridos de Estudio e Investigación (REL) presentados en los 
capítulos anteriores se llevaron a cabo en una sola escuela, enmarcados 
por un único conjunto de restricciones institucionales. Pero ¿qué ocu- 
rre si se exporta el REI hacia otros contextos escolares, con diferentes 
restricciones? ¿Cuáles de ellas afectarían la viabilidad del REL en la 
Escuela Secundaria, y de qué manera? ¿Qué praxeologías matemáticas 
podrían reencontrarse, en cada institución? Para intentar responder las 
preguntas anteriores, se propuso la siguiente pregunta generatriz en tres 
instituciones diferentes (Donvito, 2013; Sureda, Otero, Donvito, 2013): 


“¿Cuál es el mejor plan de ahorros para generar la mayor cantidad 
de ingresos, con bajo riesgo? ”. 

En relación con esta pregunta, y considerando algunas posibles 
subcuestiones, se conjeturó un posible REI (figura 1). Según el análisis 
praxeológico y didáctico previo, este REl permitiría encontrar o re- 
encontrar: tres praxeologías de matemática financiera (OMF1, OMF?, 
OMPF3), tres relativas al estudio de funciones (OM1, OM2, OM3), una 
referida al estudio de los números y sus propiedades (OM4), otra rela- 
tiva al estudio de sucesiones y series (OM6), y una última vinculada al 
estudio del límite (OMS5). 


Las tres Instituciones (11, 12, 13) donde se implementó el REI se 
caracterizan de la siguiente manera: 


La institución 1 (11) es una escuela secundaria pública de gestión 
privada. Allí se implementó en dos cursos de quinto año en total 58 es- 
tudiantes (16-17 años), con dos años de experiencia en la Pedagogía de 
investigación y Cuestionamiento del Mundo (PICM). 


REI BIDISCIPLINAR EN TRES ESCUELAS SECUNDARIAS 


Qb: ¿Cuál es el mejor plan de ahorros para generar la 
la mayor cantidad de ingresos, con bajo riesgo? 


Aa.nnnnnrrnrrrrarcnrrrarans... ..on..... Urrrerrrr nr na 


nica q squbale OMF1 Capitalización 


01.1: Plazo fijo 
012: Capitalización Simple 


err.rr.. 
erro 


: Q1: ¿Cómo obtener una cierta — * 
: cantidad de dinero mediante un : s : 

: depósito bancario que paga : 01: Capitalización 
: intereses? Compuesta (R3) 


Q2: ¿Cómo funciona un plazo fijo de capitalización Simple? 

Qy: ¿Cómo funciona un plazo fijo de capitalización 
Compuesta? 

Q».1: ¿De qué depende el monto en la Capitalización 
riales ¿Qué función es? 


y iÑ IM E | 


: funciona un plazo  * 
OM3 OM2 OM1 : fijo real? : 
Función Función Función a ; 
Exponencial Lineal az 
0 | A. 
: Qu: ¿Cómo se resuelve una  * 
: ecuación exponencial? : 


Y y : Qs: ¿Se ganaria más dinero si los * 
OMS : periodos de capitalización fueran * 
OMá4 Límite y + cada vez más y más pequeños 
e Número : para la misma TNA? ¿Cuánto? 
(Logaritmo) : 


: Qr: ¿Cómo se calcula un plazo fijo que tiene una incorporación 

: de capital periódica y constante? 

: Q71: ¿Cómo se calcula una renta variable, temporal vencida? 

: Qr2: ¿Cómo se calcula una renta variable, temporal adelantada? 


OMF3 OM6 
Rentas Sucesiones y Series 


FIGURA 1: REI previsto - Esquema inspirado en Barquero (2009) 


LA TEORÍA ANTROPOLÓGICA DE LO DIDÁCTICO EN EL AULA DE MATEMÁTICA 63 


La institución 2 (12) es una escuela privada, donde por decisión de 
la institución los estudiantes deben llevar dispositivos tipo netbooks o 
tablets, y pueden acceder a internet durante la clase, aquí participaron 
25 estudiantes de quinto año. 


La institución 3 (13) es una escuela pública para adultos, donde el 
investigador no es el profesor y el grupo era es heterogéneo y constó de 
18 alumnos, con una gran variabilidad de edades (16-60 años) y diver- 
sos oficios. Mayoritariamente ellos retoman estudios abandonados hace 
tiempo (1-30 años). Revisar el tiempo verbal empleado. No es uniforme 
para todas las instituciones que se describen. 


En las tres escuelas los estudiantes trabajaron en grupos de 4 ó 5 
integrantes. Cabe distinguir que mientras 11 e 12 disponían de 3 horas 
de clases semanales, 13 solo tenía 105 minutos. Además a diferencia de 
1, las dos últimas no tenían experiencia en PICM. 


REI desarrollado en la Institución 1 


En I,, los estudiantes se habían propuesto reunir fondos para sus 
gastos de viaje de egresados y fiesta de graduación. Con este fin, apor- 
taban un cuota mensual de $660 ($5 por persona cada semana) con la 
que recaudaron $3.877,65 utilizando un plazo fijo. A este plazo fijo le 
inyectaban mes a mes la cuota recaudada. 


Durante una clase de matemática manifestaron haber obtenido, 
con mucho esfuerzo, pocas ganancias en ventas y eventos realizados. 
Esto permitió organizar un REI alrededor de la pregunta generatriz 
Q,: ¿Cuál es el mejor plan de ahorros para que la agrupación genere la 
mayor cantidad de ingresos, con bajo riesgo? 


Se solicitó a los estudiantes que formulen nuevas preguntas que les 
ayuden a comprender Q,. Ellos plantearon algunas relacionadas con 
el funcionamiento bancario, como por ejemplo: ¿Qué es un plazo fijo? 
¿Cómo se abonan los intereses? ¿En que se beneficia el banco? Pregun- 
tas dirigidas a elegir la mejor inversión ¿Qué banco paga más intereses? 
¿En qué moneda se puede o conviene depositar? Preguntas relacionadas 
a aspectos matemáticos ¿Existe una fórmula matemática que calcule el 
procedimiento dado?, ¿Cuál es la ganancia del plazo fijo dependiendo 
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del monto y el plazo que se deja?, entre otras. Estas preguntas, muestran 
un cierto grado de la actitud de problematización, pues ellas requieren 
adquirir nuevas praxeologías relativas a matemática, capitalización y el 
funcionamiento bancario. Por otro lado, el hecho de que algunos estu- 
diantes cuestionen, aunque sin mucha profundidad, los aspectos mate- 
máticos del fenómeno, revela ciertos gestos de la actitud herbartiana. 


Las preguntas planteadas condujeron al REI por dos caminos. Por 
un lado los alumnos estudiaron las “cuestiones bancarias y de contexto” 
como Plazo fijo, Capitalización simple y compuesta, tasas nominales, 
efectivas y cambio de tasas (todo mediado por internet en sus casas); y 
por otro lado, los aspectos matemáticos del plazo fijo derivaron en el 
estudio de la OM3: Función y Ecuación Exponencial. Esta última se es- 
tudió con un texto especialmente elaborado por el profesor, el cual es un 
media más. Con este apunte se estudió: variación exponencial, Función 
Exponencial (FE) con desplazamiento vertical, Análisis de Parámetros, 
Ecuación Exponencial, ceros de la FE, y Análisis de la FE. 


Luego de responder todas las preguntas los alumnos se pusieron por 
grupos a estudiar y analizar los planes de ahorro. En su mayoría, los gru- 
pos calcularon recursivamente el plan de ahorro de la agrupación, pero 
hubo uno que intentó generalizar la expresión algebraica de Capitaliza- 
ción Compuesta M=(M).(1+1i) por MA(M++660.1).(1+1). Ellos pretendían 
obtener una fórmula que les permitiera calcular el dinero que tendrían en 
el plazo fijo, mes a mes, con la cuota que le inyectaban y sin tener que 
calcularlo cada vez. Pero aunque la expresión propuesta no modelaba el 
cálculo recursivo, ingresó al medio una nueva pregunta: “¿cómo se mode- 
la un plazo fijo al periódicamente se le agrega dinero?” Esta nueva cues- 
tión condujo a estudiar Rentas (en matemática financiera) y sucesiones 
y series (en matemática), particularmente las geométricas. Este estudio 
se realizó a través de un texto aportado al medio por el profesor. Así, se 
produjo un entrar y salir del tema Series y sucesiones (OM6). 


Otro de los grupos, al llegar a la conclusión que a mayor período de 
capitalización mayor es la tasa de interés, diseñaron un plan de ahorro 
compuesto por doce sub-planes. Estos utilizaban, mes a mes, la mejor 
combinación de plazos fijos (figura 2). Por ejemplo: en el mes cero, in- 
virtieron todo el capital en un plazo fijo anual; en el mes uno, iniciaron 
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uno nuevo con capitalización trimestral durante tres periodos y luego 
capitalizaron ese dinero en un plazo fijo bimestral; y así sucesivamente 
cada mes utilizaban los periodos más largos. 


Montos 
finales 
plazo fijo a un año con el capital inicial $3877,65 $ 4.449,60 
$660 puestos 9 meses a capitalización trimestral y luego 1 vez 
bimestral $ 741,90 
$660 puestos 9 meses a capitalización trimestral y luego 1 vez 
mensual $ 734,03 
$660 puestos 9 meses a capitalización trimestral $ 726,46 
$660 puestos 6 meses a capitalización trimestral y luego 1 vez 
bimestral $ 718,55 
$660 puestos 6 meses a capitalización trimestral y luego 1 vez 
mensual $ 710,93 
$660 puestos 6 meses a capitalización trimestral $ 703,60 
$660 puestos 1 vez a capitalización trimestral y luego 1 vez 
bimestral 
$660 puestos 1 vez a capitalización trimestral y luego 1 vez 
mensual 
$660 puestos 1 vez a capitalización trimestral 
$660 puestos 1 vez a capitalización bimestral $ 674,03 
$660 puestos 1 vez a capitalización mensual $ 666,88 
la última cuota aportada por el grupo $ 660,00 
TOTAL $12.851,90 


plazos fijos-tipo de capitalización 


FIGURA 2: Plan de ahorro propuesto por un grupo 


Los dos grupos mencionados, estudiaron nuevas opciones, aún 
cuando contaban con un buen plan de ahorros. Esta actitud, que se de- 
nomina exotérica, permitió a los estudiantes mejorar las ganancias en 
$200 anuales. 


En síntesis, en Il, algunos alumnos manifestaron gestos caracterís- 
ticos a las actitudes de problematización, herbartiana, procognitiva y 
exotérica. Estos permitieron reconstruir gran parte de las organizacio- 
nes previstas. La única restricción hallada aquí, fue la falta del media: 
internet. El medio, por lo tanto, se construyó con las R? traídas a clase 
por los alumnos y las O, propuestas por el profesor. 
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REI en la Institución 2 


En 2 los estudiantes no acostumbraban abordar cuestiones tan 
abiertas como Q, y manifestaron disconformidad. Así, el profesor 
propuso el objetivo de capitalizar hasta obtener un millón de pesos, e 
incluso sugirió algunas subcuestiones tales como ¿Qué es poner dinero 
a interés?, ¿Qué es un plazo fijo? etc. Los alumnos inmediatamente re- 
currieron a sus netbooks para buscar en internet. Pero a pesar de la gran 
cantidad de información que se encuentra en este media sobre plazos 
fijos, los estudiantes realizaron búsquedas cortas y formularon respues- 
tas breves, como por ejemplo la que muestra la figura 3. 


FIGURA 3: Breve investigación sobre plazos fijos realizada por un grupo 


Este grupo encontró una expresión algebraica y toda la clase la 
aceptó sin cuestionamiento. Esto es considerado como un ejemplo de 
la actitud pre-herbartiana, pues no consideraron ni su procedencia, ni 
su dominio de validez. Luego, con esta expresión los estudiantes in- 
tentaron obtener un millón de pesos, pero utilizando tasas anuales del 
45% y capitales iniciales del orden de $800.000. No se preguntaron qué 
tasas existían, a pesar de estar a un clic de averiguarlo. Tampoco cues- 
tionaron lo elevado del monto inicial. Esto demuestra que resolvieron la 
tarea por motivos institucionales, sin considerar que este conocimiento 
les era útil fuera de la escuela. Este tipo de resoluciones es acorde a la 
tradición escolar aplicacionista que caracteriza fuertemente la OD en 
esta institución. 


Los estudiantes argumentan “para llegar al millón necesitamos 
mucho capital inicial (ejemplo 8800.000) y/o mucho tiempo” y dan por 
terminada la investigación. Esta conclusión derivada de un alto grado 
de esoterismo atentó contra el REI. Por esto, el profesor debió reflotar 
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la cuestión indagando sobre el tipo de capitalización utilizada. El re- 
corrido desembocó así, en la comparación entre Capitalización Simple 
y Compuesta. Los estudiantes asociaron la Capitalización Simple a 
la Función Lineal. Pero a la Capitalización Compuesta la vincularon 
a la Función Cuadrática, argumentando que su gráfica era “media 
parábola”. Frente a esto, el profesor solicitó a los alumnos analizar la 
validez de dicha afirmación. La figura 4 muestra como un grupo, para 
justificarlo, se valió de definiciones geométricas que no comprendía. 
Estas definiciones halladas en internet son respuestas R? que ni se ana- 
lizaron, ni se evaluaron, simplemente se transcribieron. Esta tendencia 
a remitirse exclusivamente a una OM conocida se denomina actitud 
retrocognitiva. 
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FIGURA 4: El interés compuesto es una parábola. Justificación Geométrica 


Llegada a esta conclusión, los estudiantes no consideraban que hu- 
biera más preguntas por responder. El profesor debió entonces intervenir 
cuestionando el comportamiento de la función para x < 0. Analizando 
en este dominio, los estudiantes descubrieron que la gráfica de la Ca- 
pitalización Compuesta no correspondía al modelo cuadrático. Luego 
buscando en internet, encontraron que ésta “se modela con la Función 
Exponencial”. Pero finalmente, debido a que las condiciones no permi- 
tían llevar a cabo un REI, el profesor continuó con la clase de Función 
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Exponencial de manera tradicional. Aquí se utilizó el mismo apunte que 
en Il, pero no para entrar y salir del tema, pues para los estudiantes la 
cuestión inicial ya se había agotado. 


En síntesis, la pedagogía instalada en esta institución, hizo inviable 
el REL El acceso a internet no tuvo la incidencia positiva, que se esperó. 


REI en la Institución 3 


En 13, el profesor advirtió a los investigadores que los estudiantes 
adultos no serían capaces de abordar Q, y condicionó la implementación 
a introducir la cuestión ¿Cuál es el mejor plan de ahorros para generar 
un millón de pesos, con bajo riesgo? Presentando esta pregunta, se so- 
licitó a los estudiantes proponer nuevas cuestiones antes de abordarla. 


Los grupos propusieron las preguntas: “A mayor cantidad de dinero 
¿el interés es más alto?” “¿Los intereses son variables?” “¿Cuánto tiem- 
po depositarlo, 30, 60, 90 días?”. “¿Cuánto dinero depositar?” “¿Qué 
es un interés?”. Estas cuestiones son en su mayoría cerradas (incluso 
dicotómicas) de poca profundidad y propensas a responderse en pocas 
líneas. En palabras de Chevallard (2013c:8): morirán antes de convertir- 
se en problemas. Por otro lado, uno de los grupos planteó problemas de 
contexto en lugar de preguntas: “El Banco C te genera un interés de $100 
cada $1.000 ¿Cual sería el interés que nos depositaria si tengo $10.000 a 
depositar? ”. Estos alumnos, en correspondencia con la actitud retrocog- 
nitiva, se remiten a un problema de “regla de tres simple”. Sólo están dis- 
puestos a abordar preguntas que conocen su respuesta de antemano. La 
ausencia de preguntas matemáticas (en una clase de matemática), condujo 
al profesor a preguntarles si conocían como aumentaba matemáticamente 
un capital puesto a interés. Los alumnos dijeron que si, y formularon la 
siguiente expresión: Capital x Razón x Tiempo e incluso mostraron un 
ejemplo. Debido a que nadie cuestionó acerca de la matemática del plazo 
fijo, el profesor solicitó a los estudiantes que el cálculo lo hagan año a 
año. Aquí tropezaron con una inconsistencia, como muestra la figura 5. 
Mientras su fórmula aseguraba que tardarían diez años en reunir el mi- 
llón, una tabla anual aseguraba superarlo en cuatro años. 
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FIGURA 5: Inconsistencia entre la tabla la expresión algebraica 


Esta inconsistencia llevó a evaluar la opción de recapitalizar o no 
los intereses. Así el estudio derivó en Capitalización simple y Compues- 
ta. Los estudiantes vincularon la Capitalización Simple a la Función 
Lineal. Y luego de un necesario repaso de Funciones, vincularon la 
Capitalización Compuesta con la Función Exponencial. Esta última se 
estudió a partir de un texto del profesor, pero a diferencia de las otras 
instituciones, aquí no se estudió, ni Ecuación Exponencial, ni los ceros 
de la FE. 


Concluido el estudio de Función Exponencial se propuso un proble- 
ma final: Diseñar un plan de ahorros para generar un capital que sería 
dejado de herencia a sus hijos. Todos los estudiantes, aun siendo padres, 
propusieron plazos fijos sin agregar capital. La figura 6 muestra un pro- 
tocolo donde el estudiante dice “ni agregamos, ni retiramos dinero, va 
creciendo de acuerdo a los intereses”. Esta frase sugiere que habría otra 
opción (agregar dinero), pero no la usarán. El profesor preguntó por qué 
nadie decidió agregar dinero, a lo que le respondieron sinceramente, que 
no lo hicieron para no complicar las cuentas. 
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FIGURA 6: Calculo de la herencia 


Los alumnos no agregan una cuota, por no haberlo estudiado an- 
tes. No se preguntan cómo podría hacerse, porque enfrentar preguntas 
matemáticas no es parte del contrato. Tampoco ellos, ni la mayoría 
de quienes los forman, parecieran considerar que tienen posibilidades 
genuinas de aprender. Sino más bien, que sólo asisten a la escuela 
para finalizar su escolaridad y obtener un título, pero no porque algún 
conocimiento vaya a serles genuinamente útil. En consecuencia, este 
paradigma de la enseñanza de adultos y las actitudes que promueve 
hicieron inviable el REL 


Organizaciones matemáticas reencontradas 


La figura 7 muestra las organizaciones de matemática y matemática 
financiera que se estudiaron en cada Institución. La escala de tonalidad 
gris elegida para mostrar las organizaciones estudiadas se corresponde 
con la dialéctica de las cajas claras y oscuras. 


Así la OM3 “Función Exponencial” está en una caja blanca porque 
fue estudiada en profundidad. Mientras que la OM4 “Números” y la 
OMS “Límite y número e” previstas durante el diseño del REL, no fue- 
ron estudiadas. El esquema también muestra que el recorrido en 12 e [3 
finaliza con el estudio de R3: Capitalización Compuesta, mientras que 
el recorrido de Il fue más completo. Pues en esta institución se estudia 
también la OMF3 “Rentas” y la OM6 “Series y Sucesiones”. 
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FIGURA 7: El REI en las tres Instituciones 


Conclusiones 


En el desarrollo de estos recorridos, se reconocieron algunas carac- 
terísticas de las instituciones, que impusieron restricciones al REI. Éstas 
fueron, la pedagogía instalada en cada escuela y las actitudes de los 
estudiantes. La incidencia de estos condicionantes se vieron reflejados 
en las organizaciones reconstruidas. 
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Las actitudes de problematización, herbartiana, procognitiva y 
exotérica que se presentaron en los estudiantes de Il, parecieran haber 
permitido llevar a cabo un REI. Estos alumnos estudiaron más o menos 
críticamente la cuestión, se interesaron en la matemática del problema e 
interiorizaron con el contexto real. Así, se logró reencontrar más orga- 
nizaciones que en las otras instituciones. Por otro lado, estas actitudes 
solo se pudieron observar en la institución que adopto la PICM dos años 
antes de la implementación. Por el contrario, en las instituciones que 
asumían una Pedagogía tradicional no se pudo apreciar ninguna de éstas. 
Pareciera que las actitudes gestadas en esta pedagogía no son fácilmente 
dejadas atrás, al menos en los 3 meses que duró este trabajo. 


Las actitudes esotérica, retrocognitiva, pre-herbartiana y de no 
problematizar observadas en 12 e 13 hicieron inviable el REI, a pesar 
del esfuerzo del profesor para mantener viva la cuestión. Los adultos 
no lograron formular preguntas problemáticas, en correspondencia con 
una tradición en la pedagogía monumentalista, que muestra una visión 
a-problemática y simple del mundo. Por otro lado los estudiantes de 12 
no propusieron ninguna pregunta en toda la implementación. Ni aún 
Internet, habría generado una diferencia en 12, pues si bien permitió el 
rápido acceso a mucha información, los estudiantes no supieron apro- 
vecharla, limitándose solo a dar “una respuesta” y esperar que sea el 
profesor quien la corrija. 


Finalmente, el desarrollo de estos recorridos sugiere la importancia 
de hacer vivir en el aula, aunque sea de manera débil, gestos de las acti- 
tudes propias de la PICM. Pues, aunque los estudios son aun incipientes, 
pareciera que estos gestos traen consigo una ventaja a la hora de afrontar 
preguntas nuevas. 


CAPÍTULO 5 ] 
RECORRIDOS DE ESTUDIO E INVESTIGACIÓN 
CODISCIPLINARES EN LA UNIVERSIDAD 


VIVIANA COSTA, MARCELO ARLEGO, MARÍA RITA OTERO 


Introducción 


En este capítulo se presenta una investigación que utiliza la Teoría 
Antropológica de lo Didáctico para abordar el problema de la enseñan- 
za del Cálculo Vectorial en Facultades de Ingeniería en la Universidad, 
mediante REI (Costa, 2013). 


Una adecuada conceptualización de los temas centrales del Cálculo 
Vectorial es esencial para estudiantes de carreras de ingeniería. Esto les 
proporciona herramientas básicas e indispensables para el análisis de 
diversos fenómenos físicos, que podrán ser modelados matemáticamente 
a partir de una representación vectorial. 


Tal como se señaló en el Capítulo 1, la TAD ha descripto el fenó- 
meno didáctico de la pérdida de sentido de la matemática escolar como 
consecuencia de que la epistemología escolar predominante elimina las 
razones de ser de las Organizaciones Matemáticas (OM) que se propo- 
nen estudiar en una dada institución. Los REL son dispositivos didácti- 
cos que permiten enfrentar el proceso de monumentalización. Consisten 
en el estudio de preguntas cuya respuesta requiere la construcción de 
una secuencia de organizaciones matemáticas completas y articuladas. 


En el contexto de una Facultad de Ingeniería, la razón de ser del 
Cálculo Vectorial es la modelización matemática de fenómenos físicos 
en campos de la Termodinámica, la Mecánica de los Fluidos, la Hidro- 
dinámica, y la Electricidad y el Magnetismo, que brindan soluciones 
tecnológicas a necesidades o problemas de la sociedad. 

Considerando la estrecha vinculación entre el Cálculo Vectorial y la 
Física, así como la importancia del estudio de esta rama de la matemá- 
tica para estudiantes de ingeniería, se desarrolló un REI codisciplinar 
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complementando las disciplinas, matemática y física, durante el proceso 
de estudio (Costa, Arlego y Otero, 2013). 


Análisis de los niveles de codeterminación didáctica 


La ecología de un REI en la Universidad puede analizarse a la luz de 
la escala de codeterminación didáctica propuesta por Chevallard (2013a) 
en el marco de la TAD: 


HumanidadoCivilizacionesoSociedadesoEscuelasoPedagogías 
+Didáctica>Disciplina>AreaoSectoro Tema>Cuestión 


A continuación se presenta el análisis llevado a cabo en nuestra 
investigación: 

Nivel civilización sociedad: En estos niveles encontramos el 
carácter mayoritariamente monodisciplinar de la educación actual. Esta 
condición está ligada a una idea social que sostiene que se debe saber 
“mucho de algo”, y que sólo si se sabe mucho de algo, se tiene “derecho” 
para incursionar, pensar e investigar sobre el asunto. Asociado a la espe- 
cialización, encontramos además en la cultura contemporánea la ruptura 
entre la ciencia, el arte, y la técnica. Esta fue denunciada por Snow en 
un trabajo clásico “La teoría de las dos Culturas”. En ella menciona la 
fractura y la brecha que la modernidad ha introducido entre las ciencias 
y las humanidades, y la falta de interdisciplinariedad. 


Otra restricción reside en cómo se ha prescripto la formación aca- 
démica de los ingenieros en la Argentina, a través del Consejo Federal 
de Decanos de Ingeniería (CONFEDI) y la Comisión Nacional de Eva- 
luación y Acreditación Universitaria (CONEAU). En particular, todos 
los ciclos básicos de Ingeniería de cualquier Universidad deben tener 
un contenido mínimo común, estructurado en asignaturas monodisci- 
plinares, propuesto por la CONEAU. En la Facultad de Ingeniería de 
la Universidad Nacional de La Plata (FI-UNLP), donde se desarrolló 
esta propuesta, los contenidos se distribuyen en tres Áreas: Básica (CB: 
Matemática-Física-Química); Tecnológica Básica (TB), Tecnológica 
Aplicada (TA) y una Complementaria (CO) específica para cada carrera. 
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Esto impone condiciones de uniformidad que restringen la apertura de 
las cuestiones que se pueden estudiar en un Ciclo Básico. 


Nivel escuela: En la FI-UNLP existen reglamentaciones y ordenan- 
zas que rigen las actividades académicas, el calendario académico, la 
carga horaria de las asignaturas y el modo de acreditación de las mismas 
por parte de los estudiantes. 


Las nociones matemáticas relativas al Cálculo Vectorial anteceden 
al estudio de las nociones físicas propias de Termodinámica (TB), Elec- 
tricidad y Magnetismo (CB), Hidrodinámica (TA), Aerodinámica (TA) 
y Mecánica de los Fluidos (T'B), vinculadas a las anteriores nociones 
matemáticas mencionadas (www.ing. unlp.edu.ar/grado/aeronautica). Es decir 
que, así planteado, las matemáticas son vistas como una base universal 
previa, en lugar de como una herramienta, que surge en la búsqueda 
funcional de respuestas, y en la reconstrucción de OM que puedan 
resultar necesarias. Esto, conspira contra el carácter codisciplinar del 
REL, que busca integrar al menos las disciplinas física y matemática 
en la búsqueda de respuestas a una cuestión generatriz como la que se 
propuso en este trabajo. 


Nivel pedagogía > didáctica: Los cursos de Matemática del CB se 
organizan en una modalidad teórico-práctico, en comisiones de entre 60 
y 70 alumnos, organizados según las especialidades. El equipo docente 
está conformado por un profesor, un jefe de trabajos prácticos y dos 
ayudantes, coordinados por el Profesor Titular de cada asignatura. Las 
aulas cuentan con una biblioteca con libros de texto recomendados en 
la materia, y mesas con PC distribuidas apropiadamente para el trabajo 
en grupo. El Profesor Titular establece pautas de organización general 
para el desarrollo de los cursos y propone un cronograma de clases para 
el estudio de los contenidos. 


La modalidad de la organización de los cursos teórico-prácticos y 
la diversidad académica de la formación de los profesores condiciona 
favorablemente el estudio de cuestiones codisciplinares y la introducción 
de una enseñanza mediante REL Sin embargo, esto no es actualmente 
posible de manera ordinaria, porque la OD vigente en la institución 
condiciona cómo, cuándo y cuáles OM se estudian allí. 
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Por otro lado, la acreditación de la asignatura, se puede lograr me- 
diante promoción directa o por examen final. Este modo tradicional de 
evaluación, donde los estudiantes en general estudian en función de lo 
que será evaluado, conspira con el desarrollo de los REI. 


Nivel Disciplina: El REI pretendió cubrir los contenidos del Cál- 
culo Vectorial que se estudian en la asignatura Matemática B (MB) en 
el CB (http://www.ing. unlp.edu.ar/catedras/F0302/). Su eje conceptual y la 
secuenciación de los contenidos, es el proceso de integración, en una y 
varias variables, las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden 
y el Cálculo Vectorial. 


El principal media que utilizan los alumnos para el estudio de los 
contenidos durante las clases en MB es la Guía de estudio teórico- 
práctico, que dirige o encamina las OM a estudiar. Esto, sumado a lo 
mencionado en los niveles anteriores: cursos teórico-prácticos con un 
cronograma —clase a clase— acordado para la enseñanza de los conte- 
nidos, un modo de evaluación tradicional y asignaturas monodiscipli- 
nares, convergen en una forma de enseñanza del Cálculo Vectorial que 
suprime sus razones de ser en una Facultad de Ingeniería. 


Modelo praxeológico de referencia 


Inicialmente, elaboramos un modelo praxeológico de referencia 
(MPR), para analizar los posibles REI a desarrollar y el efectivamente 
desarrollado. 


La pregunta generatriz Q, que dio inicio al REI fue: 


“¿Cómo construir edificaciones sustentables?” 


La misma es de carácter multidisciplinar. Generaría múltiples cues- 
tiones, que podrían derivar en el estudio e investigación de Praxeologías 
en diversas áreas de la matemática, física, química, arquitectura, econo- 
mía y ecología, entre otras. 


En la institución en la que se desarrolló el REL la cuestión genera- 
triz, permitiría reencontrar al menos una organización matemática (OM) 
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y una organización física (OF) relativas al Cálculo Vectorial (CB-MB) 
(ESQUEMA 1). 


OM ED: Ecuaciones diferenciales 
ordinanas y en denvadas parciales 
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ESQUEMA l: Cuestión generatriz y derivadas. 
Posibles OM y OF a reconstruir en el REI. 


Estas OM y OF serían reencontradas al seleccionar, planificar y 
diseñar el edificio optimizando el consumo de energía y de materiales, 
aprovechando las ventajas y/o desventajas de los factores climáticos 
donde es emplazado el mismo. 
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La forma del edificio se modelaría matemáticamente mediante la 
utilización de objetos geométricos en el plano y en el espacio. Se esta- 
blecería un sistema de coordenadas y las ecuaciones matemáticas que 
describen las superficies que lo delimitan. Esto permitiría reencontrar 
las OM relativas a la Geometría Analítica, la Geometría Diferencial y 
el Cálculo Integral en una y varias variables. 


La cuestión generatriz, en particular en una Facultad de Ingeniería, 
podría introducir el estudio de los principios básicos de la Termodinámi- 
ca, de la Mecánica de Sólidos y de los Fluidos, de la Física e Ingeniería 
en Materiales (TB — TA) y del Electromagnetismo (CB). El recorrido 
reencontraría OF como son las nociones de fluido y de transmisión de 
energía. Además, el estudio en estas últimas áreas de la física permitiría 
reconstruir OM relativas a las ecuaciones diferenciales ordinarias y en 
derivadas parciales. 


Implementación del REI 


La implementación del REI se llevó a cabo en un curso habitual 
de MB, durante el segundo semestre del año 2012 en la FI-UNLP, con 
el grupo de estudiantes de la especialidad de ingeniería aeronáutica 
(N=48). Se formaron nueve grupos permanentes de trabajo y el equipo 
docente estuvo formado por el profesor (investigador) y dos ayudantes. 
La duración del REI se extendió por 9 clases de cuatro horas cada una, 
en acuerdo con lo establecido por la institución. 


Los estudiantes dieron inicio al REI desde la pregunta generatriz: 


O, ¿Cómo construir edificaciones sustentables? 


seleccionando la edificación. Todo el grupo de estudio seleccionó 
un “hangar”. Acordaron en trabajar sobre dos tipos de hangares, uno de 
“forma típica” y otro en “forma de domo”, manteniendo ambos el mismo 
volumen. En esta etapa surgieron las preguntas en relación al edificio: 
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¿Cuáles magnitudes asociadas a la geometría del edificio considerar? 
¿Cómo calcular esas magnitudes? 


Estas cuestiones derivadas situaron al problema en un marco geomé- 
trico. Cada grupo modeló matemáticamente la forma de los hangares 
seleccionados. Establecieron un sistema de coordenadas cartesianas, 
situaron el edificio en ese sistema y describieron las expresiones mate- 
máticas que mejor representaban las superficies que forman las partes 
del edificio, paredes y techo, que delimitan el cuerpo geométrico. Para la 
descripción del techo del hangar típico los grupos seleccionaron distintas 
representaciones matemáticas. La mayoría representó el techo mediante 
una superficie cilindro circular o cilindro elíptico y otros seleccionaron 
un cilindro parabólico. En la Tabla 1, se muestra a modo de ejemplo la 
descripción llevada a cabo por algunos grupos. 


La realización de tareas para el modelado de edificios median- 
te cuerpos geométricos incluyó: elección de variables y magnitudes 
apropiadas para la construcción del modelo, establecimiento de las 
ecuaciones matemáticas que los representen y el cálculo de volúmenes 
encerrados por los edificios. Para estas tareas, los alumnos recurrieron 
a su equipamiento praxeológico relativo a la OM: Geometría Analítica 
y Cálculo Integral en una y varias variables. 


Magnitudes Ecuación cartesiana de 
del Hangar “típico” las superficies borde del hangar 
Techo: cilindro circular. Base: rectán- |x=0, x=25, y=0, y=35, z=0, 
gulo de lados 25 m, por 35 m. (1 (35/2) ) ?+ (242.5) 2=400 


Hangar para un tipo de avión modelo |x=0, x=40, y=-20, y=20, z=0, 
Airbus 320, con un largo de 37 me- | 20) 2+ (2/2) ?=1 

tros, una envergadura de 34 metros y 
una altura de 13 metros. 


Base: 40x40 m? y altura de 15 m. Te- 
cho: cilindro elíptico. 


TABLA 1: Descripción de los hangares seleccionados por algunos grupos. 


En relación a la sustentabilidad se decidió estudiar e investigar sobre 


” c“ 


los siguientes aspectos: “uso eficiente de los recursos naturales”, “rela- 
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ción costo-beneficio”, “uso de energías renovables”, “cuidado del medio 
ambiente” y “aprovechamiento de los fenómenos naturales”, entre otros. 
En este marco surgió luego la pregunta: 


¿Cuántos paneles solares colocar en la superficie expuesta del hangar 
y cuánta energía proveerán al edificio? 


En relación a esta pregunta los grupos acuerdan en estudiar superfi- 
cies y el cálculo de su área, los cuales forman parte de la OM Geometría 
Diferencial. 


En una etapa posterior surgieron preguntas asociadas al modelado 
de los fenómenos naturales que los estudiantes consideraron para el es- 
tudio de la sustentabilidad. Algunas de las que surgieron en esta etapa 
fueron: Cuales fenómenos naturales considerar? ¿Cómo modelar desde 
la matemática esos fenómenos? ¿Cómo describir matemáticamente un 
campo vectorial? ¿Es un campo vectorial una función? ¿De cuáles va- 
riables depende? 


En particular se mencionaron los fenómenos: viento, sol, lluvia, 
humedad y temperatura, representándolos mediante campos escalares y 
campos vectoriales. En este caso, las tareas que realizaron los alumnos 
fueron las de identificar y describir magnitudes y variables físicas de 
carácter escalar y vectorial. Se inició en esta etapa el estudio de OM 
relativas al Cálculo Vectorial. 


En la última etapa del REI, surgieron preguntas del tipo: ¿Cómo 
“circula” o “fluye” el aire en el interior del edificio? ¿Cómo fluye el 
calor dentro del edificio? 

Las mismas dieron lugar a las nociones de circulación y flujo y las 
cuestiones derivadas relativas a su cálculo. Además, la introducción de 
los temas: fuentes y sumideros de fluidos, flujo de fluidos, conservación 
de la masa, incompresibilidad y flujos rotacionales e irrotacionales de 
fluidos, permitieron reencontrar nociones básicas de las OF relativas a 
la Mecánica de los Fluidos y a la Termodinámica. 
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FIGURA la: Descripción matemática del edificio seleccionado. 
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FIGURA 158: Cálculo de áreas de superficies relativas al edificio (b). 
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A modo ilustrativo se muestran algunos protocolos de los grupos 


que ejemplifican una pequeña (aunque significativa) parte de la activi- 
dad matemática desarrollada (Figuras 1 y 2). 
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FIGURA 2: Identificación de fenómenos naturales y su representación. 
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Conclusiones y perspectivas 


En este capítulo hemos presentado una propuesta alternativa del 
estudio del Cálculo Vectorial en la Universidad desde el punto de vista 
de la TAD, mediante REL 


La misma se ha desarrollado de manera experimental y relativamen- 
te controlada, en un curso de ciclo básico de matemática en la F-UNLP 
en el año 2012. Cabe destacar que este tipo de implementación es en 
gran medida inédito en nuestro país a nivel universitario. 


A partir del análisis de los niveles de codeterminación didáctica, 
han surgido condicionamientos que dificultaron su desarrollo. Estos se 
manifiestan principalmente en los niveles superiores de la escala debido 
a restricciones sociales e institucionales, como la monodisciplinaridad, 
la selección y distribución de los contenidos a estudiar, el calendario 
académico y el modo de evaluación y acreditación de las asignaturas. 


Además se elaboró el modelo praxeológico de referencia (MPR) 
que permitió analizar los posibles REI a desarrollar y las OM y OF a 
reconstruir. 


El análisis completo de los resultados de esta implementación des- 
de el punto de vista de la TAD comprende, como se ha detallado en el 
Capítulo 1, el estudio de las praxeologías, las OF y OM efectivamente 
reconstruidas, las funciones didácticas y las dialécticas. Estos aspectos 
forman parte de una tesis Doctoral (Costa, 2013) y van más allá de los 
objetivos de este capítulo. 


CAPÍTULO 6 
DISEÑO DE UN MODELO PRAXEOLÓGICO DE 
REFERENCIA PARA EL ANÁLISIS DE PRÁCTICAS 
UNIVERSITARIA SOBRE CÁLCULO 


ANA ROSA CORICA, MARÍA RITA OTERO 


Introducción 


Para explorar un campo de la educación se requiere definir un 
modelo de referencia didáctico, que ocupa un lugar clave en la recons- 
trucción del campo de la investigación educativa (Chevallard, 2012a, 
2013b). Dicho modelo implica por un lado, un modelo praxeológico de 
referencia, que modela el contenido praxeológico del ámbito educativo 
en cuestión, y un modelo pedagógico de referencia, que se denomina 
pedagogía de la investigación. Este último, constituye un sistema de 
referencia para describir los procesos de estudio, analizar los que existen 
efectivamente y estudiar las condiciones de posibilidad de nuevos tipos 
de procesos basados en una visión más cuestionadora del mundo y una 
relación más funcional del saber. 


En este capítulo desarrollamos las características esenciales de un 
modelo praxeológico de referencia (MPR) sobre nociones de Cálculo, en 
particular de límite y continuidad funcional. Este modelo constituyó una 
herramienta fundamental para el estudio de la organización matemática 
a enseñar y efectivamente enseñada en un curso de cálculo universitario. 


El MPR se encuentra estrechamente relacionado con lo que se 
entiende por enseñar y aprender matemática en una cierta institución. 
Profundizar en el análisis praxeológico de una obra, conduce a realizarse 
preguntas didácticas sobre su génesis institucional, y sobre las transposi- 
ciones sucesivas que la han afectado: ¿Cuál es su origen? ¿Por qué vive? 
¿Qué transformaciones, mutilaciones, complementos, regeneraciones ha 
sufrido, por qué y cómo? Estas preguntas son de gran interés a razón de 
las evoluciones que conducen a intentar modificar la enseñanza tradi- 
cional a las exigencias del paradigma del cuestionamiento del mundo. 
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Modelo praxeológico de referencia 


La pregunta generatriz inicial Q, del MPR se formula mediante dos 
preguntas complementarias: 


Q”,: ¿Cómo estudiar la existencia del límite de funciones?.Q,: ¿Para 
qué estudiar la existencia del límite de funciones? 


La pregunta Q”, podría ser interpretada como una simple demanda 
de información, donde la respuesta podría ser del estilo: si o no, según 
sea el resultado al calcular el límite de la función: si el resultado es 
un número real se establece que existe el límite, en caso contrario, se 
establecerá que no existe. Esta respuesta podría ser natural, en el grupo 
de estudiantes que componen al curso. Numerosas investigaciones han 
identificado los mismos errores y dificultades en estudiantes de cursos 
de cálculo. En particular, se destaca la presencia de procedimientos 
que operan en un nivel puramente algorítmico. Esto es producto de 
una enseñanza del cálculo esencialmente algebraica, al tratar el límite 
como un proceso algebraico finito (Artigue, 1995). En nuestro caso, 
esto se reafirmaría como consecuencia de la formación que adquieren 
los estudiantes en el Curso de Nivelación: los tipos de tareas y técnicas 
propuestas acentuarían la tendencia de algebrizar el cálculo. 


Se propone a los estudiantes utilizar de forma naturalizada, técnicas, 
sin haberse cuestionado su pertinencia, ni las razones de ser. En este caso, 
la pregunta Q, se convierte en problemática, y el tratar de resolverla gene- 
ra una serie de tareas no rutinarias. Tomando en cuenta las características 
de la institución, de Q, derivamos un conjunto de preguntas que dieron 
origen a establecer dieciséis OM relacionadas y fundamentales, para el 
estudio de nociones de cálculo. En el esquema 1 indicamos cada una de 
las OM que integran el MPR y las relaciones que se establecen. 


Los tipos de tareas constitutivos de cada OM corresponden a los 
géneros: Demostrar (OM,, OM,, OM,, OM,, OM,, OM,, OM,, OM,, y 
OM, ,), Calcular (OM,, OM,), Analizar funciones (OM,,, OM,,, OM, y 
OM ,) y Representar gráficamente (OM). 


$ Como condición para ingresar a la facultad en la que se desarrolló la investigación, los 
estudiantes tuvieron que aprobar un curso llamado de nivelación. Aquí, se propone estudiar 
nociones de matemática desarrolladas durante toda la secundaria, entre las que se incluyen las 
nociones de límite y continuidad funcional. 
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OMsys 
Té: Traar la 
gráfica de funciones 
de variable real 


OM, 
T*: Demostrar 


OM, 
T*: Analizar la continuidad de funciones 
en un punto Xy. 


1 OM; 
T?- Demostrar proposiciones 


que involucran operaciones 
entre funciones continuas en un 
Punto Xy. 


OM 
T*: Analizar la continuidad de 


funciones en su dominio natural. 


OM 
T*: Demostrar la 


continuidad de funciones en su 
dominio natural. 


OM;s 
T*: Analizar los extremos 


de una función definida en 
intervalos cerrados. 


OM 
T*: Analizar los ceros 
de funciones en intervalos 
cerrados. 


de Referencia 


proposiciones que vinculan OMI OM 
el lómite de funciones con el => T!: Demostrar la existencia y unicidad TY: Demostrar Teoremas que involucran 
lbnite de sucesiones. del límite. a familias de funciones y que permiten 
estudiar su comportamiento en intervalos 
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OM; 

T*: Demostrar las propiedades que 
relacionan las operaciones entre 
funciones con el valor del limite de éstas 
cuando x —>x,0 x> co, siendo que el 
lbnite al que tienden las funciones 
involucradas en las operaciones es un 
valor finito. 


- OM; 
T' : Calcular el limite de funciones 
cuando x —> Xp. 


OM, 
T*. Demostrar las propiedades 
que relacionan las operaciones 
entre funciones con el valor del 
limite de éstas cuando X> Xy, 
siendo que el valor limite 
resultante no existe. 


OM; 
T*: Calcular el lónite 
funciones cuando x> 0. 


OM; 
TÍ: Demostrar la existencia o 
inexistencia del límite de 
funciones cuando X > 


cerrados. 


T*: Demostrar la existencia o 
inexistencia del limite de 
Funciones cuando Xx —> Xy 


ESQUEMA 1 — Modelo Praxeológico 
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El género de tareas Demostrar engloba tareas que requieren de la 
formulación de una secuencia de enunciados organizados según deter- 
minadas reglas. El género de tareas Calcular hace referencia a tareas 
que implican llevar a cabo procedimientos, basados en reglas que son 
tomadas como verdaderas, para obtener un resultado que nos permita 
predecir algunos acontecimientos. 


El género de tareas Representar gráficamente engloba tareas que 
implican la realización de esquemas que posibilitan estudiar la noción 
matemática que está en juego. Finalmente, el género de tarea Analizar 
funciones involucra tareas que requieren del estudio del límite y conti- 
nuidad de funciones. En el curso, éste género se ve enriquecido con el 
estudio de tareas relativas a la derivada de funciones. 


La OM, es la pieza fundamental que permite la supervivencia de las 
demás OM que se definen. El tipo de tarea que conforma a OM, es r': 
Demostrar la existencia y unicidad del límite. La pregunta generatriz 
asociada es Q,: ¿Qué significa que exista el límite? 

La OM, queda representada por el tipo de tarea r?: Demostrar pro- 
posiciones que vinculan el límite de funciones con el límite de sucesio- 
nes. La pregunta generatriz asociada es: Q,: ¿Cómo se vincula el límite 
de funciones con el límite de sucesiones? En el hacer de r?, se gesta un 
entorno tecnológico que permite justificar algunas de las técnicas em- 
pleadas en el hacer de r?. 


La OM, y la OM, se originan a partir de la misma pregunta gene- 
ratriz Q,: ¿Cómo demostrar la existencia del límite? El tipo de tarea que 
conforma a OM, es r: Demostrar las propiedades que relacionan las 
operaciones entre funciones con el valor del límite de éstas cuando x => x, 
óx =00, siendo que el límite al que tienden las funciones involucradas 
en las operaciones es un valor finito. Y el tipo de tarea que conforma a 
OM, es r*: Demostrar las propiedades que relacionan las operaciones 
entre funciones con el valor del límite de éstas cuando x => x,, siendo 
que el valor límite resultante no existe. El hacer de 1? y r* consolida la 
tecnología que justifica el hacer de r'. A su vez, en la OM, se consolida 
la tecnología que justifica el hacer de r'. 


La OM, y la OM, se las define a partir de la misma pregunta ge- 
neratriz Q ; ¿Cómo calcular el límite? El tipo de tarea que conforma a 
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la OM, es r': Calcular el límite de funciones cuando x —= x,. El tipo de 
tarea que constituye a la OM, es r*: Calcular el límite funciones cuando 
x > x,. En el hacer de r” y r' se establece la existencia del límite de fun- 
ciones, pues las técnicas que se emplean encuentran justificación en las 
formulaciones establecidas en OM, y OM,. 


La OM, y la OM, tienen asociada la misma pregunta generatriz 
Q,: ¿Cómo demostrar la existencia del límite? El tipo de tarea que 
conforma a OM, es r*: Demostrar la existencia o inexistencia del límite 
de funciones cuando x > x,. El tipo de tarea que constituye a OM, es 
r*: Demostrar la existencia o inexistencia del límite de funciones cuan- 
do x > «0. En ambas OM se busca consolidar una técnica que permita 
establecer la existencia del límite de funciones. 


En forma complementaria, se podría estudiar las tareas que compo- 
nen a OM, u OM, y, luego, establecer la existencia del límite calculado, 
a partir de las técnicas que se desprenden del hacer de r? o r* según 
correspondiera. Esta actividad deja emerger ciertas redundancias, que 
resultarían útiles en el proceso de estudio. 


Con relación al estudio de la continuidad de funciones, la super- 
vivencia de esta organización se encuentra íntimamente ligada con la 
validez de las tareas constitutivas de la OM. La OM,, OM,,, OM,, y 
OM,, se gestan a partir de la misma pregunta generatriz Q,: ¿Cómo 
determinar la continuidad de funciones? El hacer de r? y r'” consolida 
la tecnología de r!! y r'? respectivamente. El tipo de tarea que conforma 
a la OM, es r%: Demostrar proposiciones que involucran operaciones 
entre funciones continuas en un punto x,. El tipo de tarea que constituye 
a la OM,, es r'”: Demostrar la continuidad de funciones en su dominio 
natural. Mientras que el tipo de tareas que define a OM,, y a OM,, son 
respectivamente r': Analizar la continuidad de funciones en un punto x, 
y r”?: Analizar la continuidad de funciones en su dominio natural. 


La OM, ,, OM,, y OM,,se componen de tareas que procuran el estu- 
dio de funciones en intervalos cerrados, en combinación con el estudio 
de la continuidad de las mismas. El tipo de tarea que constituye a la 
OM,, es r'*: Demostrar Teoremas que involucran a familias de funciones 


y que permiten estudiar su comportamiento en intervalos cerrados, y 
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la cuestión generatriz asociada es Q,: ¿Cómo demostrar teoremas que 
permiten estudiar a funciones continuas en intervalos cerrados? En esta 
OM, se consolida la tecnología que justifica las técnicas para el hacer 
del tipo de tareas que define a la OM,, y a la OM... 


El tipo de tarea que constituye a la OM,, es r'*: Analizar los ceros 
de funciones en intervalos cerrados y la pregunta generatriz asociada 
es Q,: ¿Cómo establecer la existencia de los ceros de una función? El 
hacer de r'* consolida una técnica para el estudio de ceros de funciones. 
En algunas ocasiones, puede actuar como una técnica alternativa a las 
que conocen los estudiantes para este estudio, y, en otras, constituir una 
nueva técnica, para aquellos problemas que hasta el momento no podían 
dar respuesta. 


El tipo de tarea que define a la OM,, es r'*: Analizar los extremos 
de una función definida en intervalos cerrados y la cuestión generatriz 
asociada es Q,: ¿Cómo establecer si una función alcanza un máximo y/o 
un mínimo? El estudio de r'? se enriquece con el estudio de la noción de 
derivada de funciones, no obstante, consideramos oportuno el estudio 
de esta tarea, pues permite el empleo en parte de la tecnología que se 
gesta en r'* y una aproximación al tipo de estudio que se podrá realizar 
con nociones de derivada de funciones. 


Finalmente, la OM, se define a partir del tipo de tarea r': Trazar la 
gráfica de funciones de variable real y la pregunta generatriz asociada 
es Q,: ¿Cómo representar gráficamente a funciones de variable real? 
Aquí, la propuesta es integrar nociones que emergen de la definición de 
límite y continuidad de funciones. También, en forma complementaria 
se puede estudiar r* con tareas que se estudian en OM, y OM, haciendo 
evidente la integración entre las OM. 


Descripción de la organización matemática a enseñar 


A continuación describimos la OM a enseñar a partir de la des- 
cripción del material diseñado por los profesores del curso bajo estudio. 
Dicho curso se compone de clases teóricas (CT) y prácticas (CP) por lo 
que el material se estructura en material para las CT (que se compone 
del enunciado de definiciones, teoremas y proposiciones), y el material 
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para las CP (que se conforma de una introducción, donde se enuncian 
definiciones, teoremas y proposiciones, expuestos algunos en el material 
para las CT, que cumplen la función de bloque tecnológico, para el hacer 
de los ejemplos de tareas que se presentan). Luego, se propone una serie 
de tareas a ser resueltas. 

Las tareas propuestas a los estudiantes en relación al límite funcio- 
nal, conciernen a los siguientes géneros de tareas: Demostrar, Calcular y 
Representar gráficamente. Mientras que las tareas destinadas al estudio 
de la continuidad funcional, remiten a los géneros de tareas: Analizar 
funciones y Representar gráficamente. 


A continuación, indicamos los géneros de tareas, junto a los tipos de 
tareas constitutivos, que se proponen estudiar en el material para las CP. 
Los tipos de tareas reúnen a ciertas tareas, las que se diferencian entre 
sí por pequeñas variaciones de las técnicas a emplear para su hacer, que 
no se detallan aquí. Para mayor información se sugiere consultar Corica 
y Otero (2012). 


G:: Demostrar 


T: Demostrar que el límite de la función f(x) es l cuando x tiende 
a un valor real finito y hallar, para ciertos valores de e, el correspon- 
diente valor de d. 


G?: Calcular 

T,* Calcular el límite de funciones cuando x => Xx, 

T?: Calcular el límite de funciones cuando x > 00. 

G*: Representar gráficamente 

T*: Trazar la gráfica de funciones. 

G*: Analizar funciones 

T,*: Analizar la continuidad de funciones en un punto x,, 

T,*: Analizar la continuidad de una función en su dominio natural. 
T,*: Analizar los ceros de una función. 


Destacamos que se propone estudiar una diversidad de expresiones, 
que dificulta la intención de clasificarlas en las familias de funciones 
más conocidas por los estudiantes (función racional, exponencial, loga- 
rítmica, irracional, trigonométrica y polinómica). No hay oportunidad 
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del estudio de tareas que permitan analizar las características de familias 
de funciones y, luego, realizar síntesis sobre el comportamiento de ellas. 
Esta presentación no hace más que acentuar la tendencia de concentrar 
las técnicas en la resolución algebraica, más que el estudio del límite de 
determinado tipo de funciones. 

En el material de las CP para el estudio del límite funcional, se 
presentan tareas ejemplares relativas a los géneros de tarea: Calcular y 
Demostrar, pero se excluyen tipo de tareas que compongan al género 
Representar gráficamente. Destacamos también, que dentro de esta 
introducción, todas las tareas ejemplares hacen referencia al estudio del 
límite cuando x —> x,, por lo que se atenúa la relevancia del estudio del 
límite cuando x —> 00, 

Al comparar los contenidos propuestos en los materiales para las 
CT y CP, observamos que las definiciones que se presentan no difieren, 
pero existen discrepancias en cuanto al estatus que se le otorgan a cier- 
tas componentes de la OM. Por ejemplo, con relación al material para 
las CP, se enuncia la definición de límites laterales del siguiente modo: 


Definición de límites laterales 


Los valores de la función f tienen como límite por la derecha al núme- 
ro real £ en el punto x, si y sólo sí: “Para todo e > O existe un 9 > 0 tal 
que si x, <x < x, +3, entonces [fx)-L|<* ”, Se denota !im =1imf(x) 


Los valores de la función f tienen como límite por la izquierda al nú- 
mero real £ en el punto x, si y sólo sí: “Para todo e > O existe un 9 > 0 
tal que si x, <x < x, + 8, entonces |fx)-L|<« ”. Se denota Jim =limfx) 

Sí los valores de una función admiten al mismo número real como 
límite por la derecha y por la izquierda de un punto x,, entonces la 
función tiene límite finito en x,. 


Al finalizar la definición, se indica lo siguiente: Si los valores de 
una función admiten al mismo número real como límite por la derecha 
y por la izquierda de un punto x,, entonces la función tiene límite finito 
en x,, Este enunciado es una proposición, y forma parte de las tareas que 
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conforman a r' de la OM, (definida en el MPR). En el material para las 
CP no se destaca la proposición como tal, por lo que atenúa su relevancia 
dentro de la OM. En cambio, dicho enunciado se destaca como proposi- 
ción en el material para las CT, aunque dentro de la OM efectivamente 
enseñada la misma se encuentra nuevamente desvalorizada, pues se 
enuncia y se usa, no se demuestra (Corica, Otero, 2009). 


Con relación al estudio de la continuidad funcional, en el material 
para las CP, las tareas ejemplares son relativas al género: Analizar fun- 
ciones, excluyendo tipo de tareas que compongan al género Representar 
gráficamente. Dichas tareas remiten a presentar diferentes casos por los 
que una función podría ser discontinua. Se indica, en forma explícita, el 
punto problemático y la técnica para resolver. Los ejemplares de tareas 
hacen explicito casos a los que se podrían enfrentar los estudiantes al 
resolver el tipo de tarea: Analizar la continuidad de funciones en un pun- 
to x,, Esta presentación fortalece el aprendizaje de cómo dar respuestas 
más que aprender a preguntarse. Los ejemplos propuestos se transfor- 
man en una guía para los estudiantes al momento de resolver las tareas, 
pues basta con encasillarlos en algún ejemplar de los indicados y seguir 
los pasos para resolver. A los estudiantes se les brinda información 
predeterminada: enfrentarse a los problemas y proponer los diferentes 
prototipos de tareas a los que se pueden enfrentar, a partir del análisis 
de su hacer, no formaría parte de sus responsabilidades. 

En el material para las CP, destinado al estudio de la continuidad 
funcional, se omiten tareas que remitan al género Demostrar. Esto des- 
vanece el intento por introducir a los estudiantes a demostrar gestado en 
el material destinado al estudio del límite funcional. 

Esta presentación del material en teórico y práctico instala la ficción 
de existencia de dos saberes matemáticos: uno teórico y otro práctico, 
donde algunas de las nociones que componen al saber teórico son usadas 
en el saber práctico. Esta presentación sugiere que las nociones se defi- 
nen para su uso y no por su uso, es decir, el bloque tecnológico-teórico 
se presenta como el medio que dicta los contenidos al bloque práctico- 
técnico. Este último tiene una incidencia nula en la constitución del 
bloque tecnológico-teórico, pues no contiene cuestiones relevantes para 
que se convierta en engendrador del mismo. 


OMP; OMP, 
T¡: Calcular el límite de funciones cuando Ti: Calcular el límite de funciones cuando 


Xx —>X0 x>%0 


OMP; 

T|: Demostrar que el limite de la función fx) 
es | cuando x tiende a un valor real finito y 
hallar para ciertos valores de e el 
correspondiente valor de Ó 


OMP, 
T?: Trazar la gráfica de funciones 


OMP; OMPS 
T;: Analizar la continuidad T?: Analizar la continuidad 


de una función en su dominio de funciones en un punto Xy 
natural 
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OMP, 
T¡: Analizar los ceros de una 


función 


ESQUEMA 2 — Organización matemática a enseñar 
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A partir del estudio realizado al material diseñado por los profeso- 
res, caracterizamos la OM a enseñar. Para ello, trabajamos sobre los ti- 
pos de tareas definidos, las técnicas para poder ser resueltos y el entorno 
tecnológico que se indica en el material. En el esquema 2 sintetizamos 
la organización. 


La OM a enseñar se define por siete OM. En comparación con el 
MPR descripto, estas OM son OM Puntuales (OMP). Estas organiza- 
ciones son generadas por lo que se considera en la institución como un 
único tipo de tarea, y está definida a partir del bloque práctico-técnico. 


Las OMP, y OMP, comparten el mismo género de tareas que es 
Calcular. El tipo de tarea que define a OMP, es: T¡?: Calcular el límite 
de funciones cuando x —> x,, mientras que el tipo de tarea que define a 
OMP, es: T,* Calcular el límite de funciones cuando x —> %. La pregun- 
ta generatriz asociada a estos tipos de tareas es Q,: ¿Cómo calcular el 
límite? 

Consideramos que las técnicas necesarias para realizar T? son 
justificadas, es decir, al menos en el material teórico se mencionan los 
elementos tecnológicos inmediatos que justificarían su hacer. Con rela- 
ción a la OMP, consideramos que tiene un entorno tecnológico insufi- 
ciente, pues supuestamente T,? puede ser abordado a partir del Álgebra 
de límites de funciones, pero, en los enunciados que se presentan en el 
material teórico, no se explicita si estas propiedades son válidas cuando 
x > 00, Además, para realizar este tipo de tareas, es necesario recurrir 
al siguiente teorema: 


1 
Sea r cualquier entero positivo, entonces: ¿) lim=7=0, ii) Lim ui 
co X 


El teorema es ignorado en el material teórico, en consecuencia el en- 
torno tecnológico es insuficiente para realizar T?. Esto mismo trasciende 
a la OM efectivamente enseñada (Corica, Otero, 2009). 


Con relación a la OMP,, queda definida por T': Demostrar que el lí- 
mite de la función f(x) es | cuando x tiende a un valor real finito y hallar 
para ciertos valores de e el correspondiente valor de 8, y la pregunta 
generatriz asociada es Q,: ¿Cómo determinar un intervalo en que el 
límite de la función sea | cuando x => x,? Inferimos que el propósito de 
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T|' es introducir a los estudiantes a la actividad de demostrar y consiste 
en hallar un intervalo en torno a x,, para el que exista el límite conjetu- 
rado. Aquí, todas las tareas que componen ésta organización procuran 
hallar dichos intervalos para afirmaciones de existencia del límite que 
son verdaderas, pero no se presentan tareas donde las afirmaciones de 
existencia del límite sean falsas, pues enfrentarse a esta situación requie- 
re de otras técnicas para la interpretación de los resultados. Además, T.' 
se gesta en la OM a ser enseñada con el propósito de involucrar a los 
estudiantes a la tarea de demostrar, pero dicha intención no sobrevive 
en la OM efectivamente enseñada. El análisis de las técnicas empleadas 
por los profesores, indica que se reducen a determinar un intervalo en 
el que la función tomaría un valor dado, sin completar tal demostración. 
Este proceder es funcional a una tarea constitutiva del género Calcular, 
es decir, T'se transforma en: Hallar un intervalo del dominio de funcio- 
nes tal que el límite sea | cuando x tiende a un valor real finito (Corica, 
Otero, 2009). 


La OMP, se define a partir de T*: Trazar la gráfica de funciones, y 
la pregunta generatriz asociada es Q,: ¿Cómo trazar la gráfica de una 
función conociendo su comportamiento en torno a un punto? El tipo de 
tareas que compone a esta organización tiene como objetivo partir de 
la noción del límite de una función cuando x —> x,, y conociendo ciertos 
valores de tendencia de la función, o puntos de discontinuidad de la mis- 
ma, aproximar su representación gráfica. Destacamos que no se informa 
en la tarea del comportamiento de la función cuando x > oo, reduciendo 
el estudio sólo al comportamiento de la función en ciertos puntos x,. 
Esto pone nuevamente en evidencia la importancia otorgada al estudio 
de las funciones en torno a puntos y no en el infinito. 


También, con relación a la OMP,, se observan desconexiones entre 
las tareas propuestas en el material destinado al estudio del límite y la 
continuidad funcional. Pues, en ambos materiales se proponen tareas 
relativas a T,' Sin embargo, para el estudio de la continuidad, se propo- 
ne representar funciones involucrando sólo nociones de continuidad y 
desaprovechando lo estudiado para el límite de funciones. 


La OMP, queda representada por el tipo de tarea 
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T,*: Analizar la continuidad de una función en su dominio natural, 
y tiene como pregunta generatriz asociada. 


Q,: ¿Cómo estudiar la continuidad? Esta OMP tiene como propósito 
abordar tareas que impliquen el estudio de la continuidad en el dominio 
natural de las funciones. Para ello, el entorno tecnológico-teórico es 
parcialmente explicitado en el material para las CP, pues para realizar 
algunas de las tareas que la conforman, relativas a la composición de 
funciones, se propone: 


Proposición: Continuidad de la función compuesta 


Sean f y g funciones de R en R. Si fes una función continua en x, 
y g una función continua en f (x,), entonces la función compuesta g-/(x) 
es continua en x,. 


Destacamos que no se hace ninguna mención respecto a la validez 
de esta proposición para el estudio de la función en su dominio natural. 
Además, para realizar el tipo de tareas que compone a la OMP,, se re- 
quiere de las siguientes proposiciones, las que no son mencionadas en 
ninguno de los materiales estudiados: 


1. Toda función polinómica es continua. 


2. Una función racional (cociente de funciones polinómicas) es con- 
tinua en todos los puntos en donde el denominador es distinto de cero. 


3. Si a > 0, la función f(x) = a* definida de KR > KR es continua. 


El tipo de tarea que conforma a la OMP, es T;*: Analizar la con- 
tinuidad de funciones en un punto x, y comparte la misma pregunta 
generatriz que la OMP,. El entorno tecnológico que justifica el hacer 
de la OMP,, se encuentra explícito sólo en el material para las CP. Para 
realizar T/*, es necesario emplear técnicas que emergen de OMP.. Esto 
evidencia articulaciones entre las OMP, y OMP,, recobrando sentido el 
estudio de la OMP.. 


Finalmente, el tipo de tareas que conforma a la OMP, es T,*: Anali- 
zar los ceros de una función en intervalos cerrados, y la cuestión gene- 
ratriz asociada es Q.: ¿Cómo establecer la existencia de los ceros de una 
función de variable real? El propósito de T,* es estudiar la existencia de 
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ceros en intervalos del dominio de la función, más que poderlos hallarlos 
exactamente. El entorno tecnológico — teórico que justifica el hacer de 
T;*, se explicita tanto en el material para las CP como para las CT. En 
esta última OMP encontramos conexiones con la OMP.,, pues el tipo 
de tareas que compone a la OMP, requiere de algunas de las técnicas 
desarrolladas en la OMP, 


Hemos presentado resultados relativos a la OM a enseñar, donde 
identificamos una serie de OMP, desarticulaciones entre ellas y defi- 
ciencias en el entorno tecnológico. Este estudio fue ampliado a partir del 
análisis de la OM que efectivamente se acaba por estudiar en el curso 
(Corica, 2010; Corica, Otero, 2009, 2011). De esta investigación destaca- 
mos que las tareas que aquí se engloban bajo el género demostrar, en la 
OM efectivamente enseñada se transforman en tareas relativas al género 
calcular. Aparecen, también, aquellas relativas a definir y a demostrar 
teoremas y proposiciones, que forman parte del entorno tecnológico de 
la organización. 


Reflexiones finales 


El conjunto de tareas que se proponen estudiar en el curso definen a 
OM desarticuladas, reducidas al nivel de los temas. Sólo existe una débil 
conexión entre algunas de ellas, pero en ningún caso se formulan tareas 
que conduzcan a la elaboración y validación de elementos tecnológicos. 
Este fenómeno es atribuible al proceso de transposición didáctica, y 
se origina en la necesidad de que todo saber enseñado aparezca como 
definitivo e incuestionable. Haciendo referencia al modelo pedagógico 
de referencia, esto no permitiría la formación de ciudadanos en la pe- 
dagogía del cuestionamiento del mundo, pues no propicia las actitudes 
que le son propias. 


Otra de las causas del fenómeno mencionado sería atribuible a las 
restricciones impuestas por el tiempo didáctico, y a la exigencia de un 
aprendizaje rápido, en un tiempo muy limitado, en correspondencia con 
la exigencia cultural del aprendizaje instantáneo. 


De la manera en que se estructurara el curso en clases teóricas y 
prácticas se concluye que, los estudiantes tendrían el primer encuentro 
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con las definiciones y teoremas en las clases teóricas. Mientras que las 
tareas para las clases prácticas estarían diseñadas con el propósito de 
aplicar los saberes de las clases teóricas, y no para cuestionar los ele- 
mentos tecnológicos y las técnicas propuestas. Aquí se interpreta que la 
actividad de resolver tareas es secundaria dentro del proceso didáctico 
global y auxiliar en el aprendizaje de las teorías. No juegan ningún 
papel importante en su constitución ni en su estructura. Interpretamos 
que las tareas para las clases prácticas se pueden utilizar para aplicar, 
ejemplificar o consolidar las nociones teóricas e, incluso, para motivar- 
las, introducirlas o justificarlas pero, en cualquier caso, estas funciones 
son consideradas como meramente pedagógicas, en el sentido de no 
constitutivas del conocimiento matemático. La característica esencial 
del curso bajo estudio es que se ignora absolutamente los procesos de 
la actividad matemática como tal y, como consecuencia, no se concede 
ninguna importancia, tanto epistemológica como didáctica, a la génesis 
y el desarrollo de los conocimientos matemáticos. 


CAPÍTULO 7 
CONCLUSIONES 


MARÍA RITA OTERO 


¿Por qué la TAD? 


En los capítulos precedentes hemos intentado sintetizar algunos 
resultados y proyecciones de las investigaciones de nuestro equipo en el 
marco de la Teoría Antropológica de lo Didáctico, al cabo de los últimos 
ocho años. 


La Pedagogía de de la Investigación y del cuestionamiento del 
mundo propuesta por Chevallard (2012a, 2013a) en el marco de la TAD, 
se materializa en los Recorridos de Estudio e Investigación. Frecuen- 
temente, se cuestiona ¿cuál es la novedad y originalidad de los REI y 
de la pedagogía subyacente? comparado con el enfoque genéricamente 
conocido como Inquiry, surgido hace más de medio siglo. En principio, 
no se trataría de posiciones antagónicas, aunque sí, de diferente filiación. 
Ambas surgieron como posibles respuestas a las crecientes dificultades 
para enseñar ciencias y matemática en todo el mundo. Sin embargo, la 
filosofía subyacente, los objetivos, los diagnósticos y las posturas teóri- 
cas asumidas son diferentes. Nosotros optamos por la TAD, debido a su 
solidez teórica y a su utilidad para reinterpretar fenómenos, y abordar 
los problemas y dificultades que el inquiry intenta resolver, sin asumir 
una perspectiva didáctica explícita y sin una fundamentación teórica 
bien definida (Otero, Fanaro, Llanos, 2013). 


Las investigaciones que hemos realizado, introducen localmente, de 
manera controlada y experimental, en algunas escuelas y universidades 
argentinas, la pedagogía de la investigación, a partir de los REL Los 
resultados obtenidos (Gazzola, Llanos, Otero, 2013; Llanos, Otero, 2012, 
2013; Parra, Otero, Fanaro, 2013; Sureda, Otero, Donvito, 2013; Otero, 
Llanos, Gazzola, 2012, Costa, Arlego, Otero, 2013) ponen de manifiesto 
las restricciones, de distinto nivel (humanidad, civilización, sociedad, 
institución, pedagogía, didáctica, etc.) que afectan la ecología de este 
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nuevo paradigma. Sin embargo, ha sido posible desarrollar en clases co- 
rrientes de la escuela secundaria argentina los distintos REI propuestos. 


Un requisito de las investigaciones en el marco de la TAD, que se pre- 
senta en todos los capítulos precedentes, es la necesidad de construir una 
referencia, o un Modelo Praxeológico de Referencia (MPR) (Chevallard, 
2012b). El estudio de cualquier organización matemática, requiere formu- 
lar preguntas didácticas, en el sentido propuesto por la TAD. El paradigma 
de la Pedagogía de la Investigación y del Cuestionamiento del Mundo que 
se materializa en los REI codisciplinares, invita a una generalización de 
la idea de transposición entre comunidades, disciplinas, instituciones, etc. 
Por tal razón, la ausencia o la naturalización de lo didáctico, propia del 
inquiry, produce una diferencia importante a favor de la TAD, en términos 
de potencia explicativa, de heurística positiva y de posibilidades de tomar 
distancia de los problemas que los proyectos reportan. 


La noción de REI y la teorización disponible para su concepción y 
su gestión (análisis praxeológico, niveles de codeterminación, funciones 
didácticas, dialécticas) nos han permitido llevarlos al aula y analizar los 
resultados con el soporte y la perspectiva de la TAD. 


Los REI son el correlato natural de la Pedagogía de la Investigación 
y del Cuestionamiento del Mundo que sienta las bases de por qué y para 
qué, es necesaria la investigación y de cuál es su fundamento. Esta ne- 
cesidad pedagógica no está explicitada ni delineada en el inquiry, aún 
luego de 50 años de sus inicios. 


La nueva pedagogía no persigue la alfabetización científica, aun- 
que tampoco se contrapone a ella, ni busca formar científicos o captar 
talentos para este quehacer desde el aula. El planteo, sobrepasa el rela- 
tivamente breve período de tiempo en que los ciudadanos asisten a la 
escuela, comparado con la duración de la vida. Menos aún se trata de 
decir a los jóvenes qué debe interesarles, afiliándolos a la causa de la 
ciencia, ni de realizar planteos apologéticos acerca de su incierto destino. 


Por el contrario, la propuesta de la TAD da lugar a un cuestiona- 
miento más radical, que interpela a las segmentaciones del saber, con- 
sideradas artificiales, a la tiranía de las disciplinas (Chevallard, 2012a), 
al esoterismo que reserva el conocimiento matemático y científico, solo 
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para unos pocos, que habrían resuelto misteriosamente bendecidos en el 
reparto de la inteligencia (Otero, Fanaro, Llanos, 2013). 


La nueva pedagogía, propone la formación de ciudadanos republi- 
canos, democráticos y críticos, que se problematizan y ejecutan libre- 
mente, el ejercicio de preguntar y de enfrentar cualquier pregunta, hacia 
adelante, aunque nunca la hayan escuchado, referida o concebida antes, 
y sin buscar indefectiblemente alguien que si lo haya hecho y diga, qué 
responder. Se trata de educar ciudadanos, que no esperan encontrar la 
respuesta, en algún sitio, o en alguna persona, al contrario, encontrarán 
las obras de la cultura y quizás a partir de ellas, un posible respuesta. Se 
trata de interrogar a la cultura y a las obras que de ella han surgido, para 
elucidar con qué medios es o no posible construir una respuesta, con que 
profundidad, y con qué validez. Es preciso discutir la aceptabilidad de 
la respuesta y en caso afirmativo realizar su difusión. 


Topogénesis, cronogénesis y mesogénesis 


La inserción de REI en contextos relativamente controlados, nos ha 
permitido constatar y justificar las ventajas de una enseñanza basada 
en preguntas en lugar de respuestas, y también las dificultades de su 
desarrollo en las aulas habituales, mayoritariamente imbuidas en la 
pedagogía tradicional. 


Tal es el caso, del recorrido generado por la multiplicación geomé- 
trica de las rectas, descripto en el Capítulo 2, donde se construyó una 
representación gráfica de la parábola, se justificó cada punto notable, 
y también se analizaron las diferencias entre las representaciones que 
se obtienen en los marcos geométrico, analítico-geométrico y analítico- 
funcional. También se construyó el vértice de la parábola y se justificó 
su simetría, elementos que en la enseñanza tradicional son una imposi- 
ción. El retorno a la geometría resulta insoslayable por las características 
de las preguntas desarrolladas en el REI para construir dichas pruebas. 


Las decisiones tomadas en el nivel topogenético, en este y en otros 
recorridos, encuentran rápidamente obstáculos importantes en el co- 
mienzo, debidos a que en una enseñanza por REI, el profesor abandona 
su papel de “explicador”, muy arraigado en la pedagogía tradicional. 
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Esto genera un fuerte rechazo inicial de los estudiantes, producto del 
desplazamiento del profesor del lugar de único responsable de la activi- 
dad matemática de la clase. 


También es difícil para el docente, asumir su nuevo papel de director 
del estudio, aceptando que es el grupo de clase el que decide el curso 
de acción. La dialéctica de las preguntas y las respuestas y la actitud de 
problematización, presentan un gran desafío praxeológico al profesor, y 
a los estudiantes, en todos los niveles educativos. Los capítulos 2, 3, 4 y 
5 muestran que esto puede modificarse progresivamente, pues se trata de 
adquirir un conjunto de praxeologías y de formas de hacer matemática, 
muy diferentes a las que son habituales en la escuela. 


Las decisiones que se adopten en el nivel topogenético impactan 
directamente en la ecología del REI, debido a su estrecha vinculación 
con el proceso mesogenético. Así, en las sucesivas implementaciones 
de un recorrido con la misma pregunta generatriz, apreciamos la gene- 
ración de un medio mucho más rico y de respuestas mucho más elabo- 
radas por los alumnos, en la medida en que ellos disponen o no, de las 
praxeologías correspondientes a cada dialéctica y a cada actitud. No se 
trataría de variaciones atribuibles a la inteligencia de los últimos grupos 
con respecto a los primeros, pues la distribución de los estudiantes en 
los cursos era azarosa. Si la pregunta no cambió, lo que se modificó 
fueron las decisiones que el profesor tomó para dejar más espacio a los 
alumnos, y para permitir que ellos adquirieran el saber hacer de cada 
dialéctica y de cada actitud. 

En consecuencia, son los REI codisciplinares y no los finalizados, 
los que permiten la emergencia plena, a lo largo de períodos prolonga- 
dos, de las praxeologías propias de la pedagogía de la investigación. 

Los REI finalizados no permiten ingresar plenamente en la peda- 
gogía de la investigación y del cuestionamiento del mundo, aunque con 
limitaciones, se introducen algunos gestos auspiciosos. 


Las dialécticas 


Por lo mencionado anteriormente, se intentó proponer REI que 
incluyeran matemática y otra disciplina, como en los casos del estudio 
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del punto de equilibrio de un único bien del capítulo 3 y de los planes 
de ahorro del capítulo 4, ambos en el contexto de la escuela secundaria. 


En el capítulo 3, se propusieron ejemplos sobre la manera de hacer en 
ciertas dialécticas, propias del funcionamiento más o menos pleno de un 
REI. Sin embargo, no todas ellas se desarrollan con la misma intensidad. 


Ya se mencionaron las dificultades de poner en acto la dialéctica 
de las preguntas y las respuestas, igualmente complejo, resulta entrar 
y salir del tema, pues este gesto didáctico, es completamente ajeno a la 
pedagogía dominante en la escuela secundaria y en la universidad. En 
estas instituciones el estudio se realiza de manera secuencial, siguiendo 
la lógica disciplinar y no la funcionalidad del saber, con relación a la 
búsqueda de una respuesta a un problema. También se opera en la ilusión 
de agotar los temas, antes de pasar al siguiente. 


La dialéctica de entrar en un tema, salir hacia otro, y regresar tantas 
veces como sea necesario, rompe con el hábito de la linealidad de la 
lógica disciplinar y con la ilusión de que es preciso y posible agotar el 
estudio. Esto, conlleva la dificultad de decidir cuánto, cuándo y cómo 
va a estudiarse un cierto asunto, o lo que se conoce como dialéctica de 
las cajas negras y de las cajas claras. En beneficio de la supervivencia 
del REL, en principio, estas decisiones han sido más orientadas por el 
profesor que por los estudiantes. 


En algunas ocasiones, es preciso estar alerta, para evitar abortar las 
posibilidades de extensión y proyección de un recorrido. Este aspecto, se 
relaciona con el equipamiento praxeológico del profesor, quien al igual 
que los estudiantes debe dominar el saber-hacer propio de cada dialéctica. 
Es importante que el profesor, y en nuestro caso el equipo de investiga- 
ción, analicen a priori, y redefinan a posteriori, el Modelo Praxeológico 
de Referencia (MPR), en toda su amplitud. En todos los capítulos hemos 
presentado ejemplos de estos análisis, materializados en diagramas inspi- 
rados en Barquero (2009), que no son mapas conceptuales, pues integran 
las preguntas y las organizaciones. 


La dialéctica de la lectura y de la escritura, también ha resultado un 
desafío interesante. Es muy relevante que los estudiantes documenten, 
analicen y decidan qué transcribir y qué reescribir para la elaboración 
de la respuesta. Esto se ha facilitado por la propia metodología de re- 
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colección de datos, pero fuera del contexto de la investigación, no es 
una actividad frecuente. Los estudiantes no acostumbran a estudiar en 
base a preguntas, y solo leen y escriben lo que el profesor indica o dicta. 
Cuando leen, tienen el hábito de resaltar ciertos aspectos del texto que 
consideran relevantes, pero difícilmente de reescribirlo, más bien tienden 
a transcribirlo. En esta instancia, han sido de gran utilidad las síntesis 
escritas que los grupos de trabajo deben producir, aparte de los registros 
que llevan cotidianamente. Esas síntesis, son un excelente instrumento de 
evaluación, a la vez que son necesarias para la difusión de la respuesta. 


La dialéctica medio-media, expresa el conjunto de gestos didácticos 
que permiten construir en medio, así como la corresponsabilidad de 
los estudiantes y del profesor en este hecho. Su originalidad reside en 
que los alumnos aportan al medio, no solo por sus retroacciones, sino 
que pueden ingresar a él cualquier media que deseen, dicho media será 
debidamente analizado para determinar su incorporación o no. Esto 
plantea una novedad evidente con respecto a la pedagogía tradicional, 
donde el medio es exclusiva responsabilidad del profesor, quien es a su 
vez, el único media, pero también con relación a otras teorías. Los estu- 
diantes disponen hoy de una fuente de información inconmensurable, y 
de acceso inmediato, como internet, y esta dialéctica viabiliza el uso y 
el análisis didáctico de este media de medias en la clase. 


Actitudes de la Pedagogía de la investigación 


La pedagogía de la investigación y la definición de las cinco actitu- 
des, ha sido precisada por Chevallard (012a, 2013a) con posterioridad a la 
noción de REI. En consecuencia, muy pocas investigaciones las analizan 
actualmente. Aquí reportamos experiencias en aulas de la secundaria y 
de la universidad que realizan o se proponen realizar, un análisis relativo 
a las actitudes (Donvito, Sureda, Otero, 2013; Costa, Arlego, Otero, 2013). 


Al cabo de las implementaciones realizadas en la escuela secunda- 
ria, reconocemos cuatro de las cinco actitudes descritas por Chevallard 
como favorables a la educación de ciudadanos democráticos y críticos: 
de problematización, herbartiano, procognitivo y exotérico. Los re- 
sultados indican que es posible poner en juego algunas actitudes de la 
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pedagogía de la investigación en la escuela secundaria, y cumplir con el 
diseño curricular. Cuando los alumnos poseen un largo entrenamiento 
en la pedagogía de visitar obras, pueden desarrollar en un periodo rela- 
tivamente extenso y sostenido (dos años, en este caso), actitudes propias 
de la pedagogía de la Investigación. El desarrollo de las cinco actitudes 
es importante porque resulta funcional a una ciudadanía crítica y al 
aprendizaje para toda la vida (Otero, 2013). 


La actitud de problematización, aunque sea en un nivel incipiente, 
derivó en nuevas y relevantes subcuestiones para investigar. La actitud 
herbartiana, condujo el recorrido por obras matemáticas nuevas para los 
estudiantes, como función exponencial y serie geométrica. La actitud 
procognitiva, llevó a los estudiantes hacia nuevos conocimientos que 
eran necesarios para responder las preguntas. Y la actitud exotérica de 
los alumnos derivó en estudiar con bastante profundidad los planes de 
ahorros, yendo más lejos, pues ellos tenían un plan de ahorros, al que 
consideraban eficaz. Estas cuatro actitudes permitieron el desarrollo del 
REL. La actitud enciclopedista ordinario, parece más difícil de desarro- 
llar en la institución escolar y en consecuencia, no ha sido identificada 
aún en nuestras investigaciones. 


En la enseñanza universitaria, en la formación de profesores, en la 
formación de posgrado e incluso en la educación de adultos del nivel 
secundario, se reconoce fácilmente la actitud retrocognitiva asociada a 
dificultades para aventurarse fuera del dominio en el que los estudiantes 
se atribuyen una cierta especialización. Evidentemente, cuanto mayor es 
el tiempo de exposición a la pedagogía tradicional, más evidentes y re- 
sistentes al cambio se vuelven la actitud retrocognitiva, pre-herbartiana, 
esotérica, etc. Esto, nos remite una vez más, al problema del equipa- 
miento praxeológico que requieren los profesores para enseñan conforme 
al nuevo paradigma o a alguno de sus gestos. 


A lo largo del texto, hemos podido documentar que una enseñanza 
basada en preguntas ha sido posible y positiva y que en tales casos, la 
construcción de respuestas por parte de los estudiantes ha resultado 
contundente. Los resultados nos incitan a seguir intentando desarrollar 
las actitudes y los gestos de la pedagogía de la investigación en cada 
oportunidad que se presente en nuestro quehacer profesional. 
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